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épreuve A Durée : 4 heures

Soit » > 1 un entier. On appelle point entier de R™ un point dont toutes les
coordonnées sont entieres, c’est-a-dire un point de Z™. Si K est une partie

de R™, on note X son intérieur. On appelle points entiers de K (resp. points
entiers intérieurs) les points de L N Z"™ (resp. les points de X NZ™). On note
Card(K NZ"™) et Card(KC NZ™) le nombre (éventuellement infini) de points

o

entiers de K et de son intérieur /C.

Soit hg I’homothétie de rapport 3 € R (centrée en 0), on note 5K = hg(K)
I’image de K par hg. Si 7, est la translation de vecteur x € R", on note
K —x=71_,(K) I'image de K par 7_.

Si M = (m, ;) est une matrice de M,,(R), m, ; est le coefficient de la i-eéme
ligne et de la j-ieme colonne.

Onnote (z; | ... | x,) lamatrice de M,,(R) dont les colonnes sont les vecteurs
Llyeooy Ty de R™.

On note I, la matrice identité de M, (R) et E; ; la matrice de M,,(R) dont
tous les coefficients sont nuls sauf celui de la ¢-ieme ligne et j-ieme colonne qui
vaut 1.

On note M,,(Z) I’ensemble des matrices de M., (R) dont tous les coefficients
sont entiers.

On note |a| la partie entiere d’un réel a : ¢’est le plus grand entier inférieur ou
égalaa;et{a} = a— |a] € [0, 1] la partie fractionnaire de a. On note |a| le
plus grand entier strictement inférieur a a.

Pour des entiers aq,...,a, non tous nuls, on note pged(aq,...,ax) le plus
grand entier (strictement positif) qui divise tous les a;.

Premiere partie

1°) Soit M € M,,(R) une matrice inversible et a coefficients entiers.
a) Montrer que M ~1! est a coefficients rationnels.

b) Montrer 1’équivalence des propositions suivantes :
i) M~ est a coefficients entiers.
ii) det M vaut —1 ou 1.

Dans la suite on note GL,,(Z) I’ensemble des matrices carrées de taille n a
coefficients entiers et de déterminant 1. C’est un sous-groupe de GL,,(R). On
remarque que pour i # j et ¢ € Z, la matrice I,, + cE; ; appartient 2 GL,,(Z).

2°)Soit M = (21 | ... | 2n) € GLn(R).
a) Montrer que M € GL,,(Z) si et seulement si M (Z") = Z".
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b) Montrer 1’équivalence des propositions suivantes :
i) M € GL,(Z).
ii) Les points entiers du parallélépipede

P:{Z t;x; |VZE {1,...,%},?51' S [0,1]}
=1

n

sont exactement les 2" points Y g;x;, 0t ¢; € {0,1} pourtouti € {1,...,n}.
=1

3°) Pour tout v dans R et pour tous entiers ¢ et 7 distincts compris entre 1 et n,

décrire I’effet sur une matrice carrée M de taille n de la multiplication a gauche

par I,, + al; ;. Méme question pour la multiplication a droite.

4°) Soientn > 2etas, ..., a, desentiers non tous nuls. Le but de cette question
est de montrer qu’il existe une matrice M de M,,(Z) dont la premiére colonne
est (ay,...,ay,) et de déterminant le pged(ay, . .., a,). Pour cela on raisonne
par récurrence sur n.
Soit N € M,,_1(Z) une matrice dont la premiére colonne est (as,...,ay).
Etant donnés u, v € QQ, on considere la matrice
ai 0 ... 0 U
vas
vas
M = N
Vay,

a) Exprimer det M en fonction de det N, u et v.

b) On suppose que les nombres aso,...,a, sont non tous nuls et que
det N = pged(as, . .., ay,). Montrer que 1’on peut choisir u et v de sorte que
M réponde a la question.

¢) Conclure la récurrence.

5°) Soit M € M, (Z), de déterminant non nul. On souhaite montrer qu’il
existe une matrice A dans GL,,(Z) telle que M A soit triangulaire supérieure et
en notant M A = (c¢; ;), on ait les inégalités 0 < ¢;,1 et 0 < ¢;; < ¢;; pour
tous¢,7 € {1,...,n}telsquei < j.

a)Onnote M = (z1 | ... | z,). Soient 2/, ..., 2/, les éléments de Z"~!
obtenus en prenant les (n — 1) dernieres coordonnées de z1, . . . , .
n
Montrer qu’il existe a1, ..., a, dans @, non tous nuls, tels que > a;x; = 0.

=1
Montrer que ’on peut choisir les a; entiers et premiers entre eux dans leur
ensemble.

b) Montrer qu’il existe une matrice A dans GL,(Z) telle que la premiere

colonne de C' = M A, ait tous ses coefficients ¢; ; nuls sauf le premier ¢; ; que
I’on peut prendre strictement positif.




X-2016-MP A

¢) En considérant pour tout j = 2, ..., n la division euclidienne
51,]' = q]'fé/ljl =T, 0< T < 51’1

montrer que 1’on peut supposer ¢; 1 > ¢i,;, quiite a changer A;.

d) Conclure par récurrence.
6°) Soit M € M, (Z) de déterminant non nul. Montrer qu’il existe une
matrice A dans GL,,(Z) telle que AM soit triangulaire inférieure et en notant
AM = (c;,5), on ait I’inégalité 0 < ¢; ; < ¢; j pourtousi,j € {1,...,n} tels
que j < i.

Deuxiéme partie

Soient sq, s1, . . ., s, des points de R™ tels que les vecteurs s; — sg, S2 — Sg,

., Sn — 8o soient linéairement indépendants. On appelle simplexe de sommets
S0, - .-, Sy I’ensemble :

=0 i

:{80+Eti(8i—80) |Vi:1,...,n,ti EO,Etzél}
=1 1=1

Si de plus les s; sont tous des points entiers, on dit que S est un simplexe entier.
On définit le volume du simplexe S de sommets sy, . . ., S, par

Vol(S) := %\ det(s1 — 80,82 — S0y -+, Sn — So0)|
7°) Soit S le simplexe de sommets sg, S1, ..., Sp-

a) Montrer que S est un compact convexe de R".

b) Montrerque S= {>_ t;s;, | Vi =0,...,n,t; >0, > t; = 1}.Endéduire
i=0 i=0

que si 0 €8, alors pour tout A € [0, 1[, \S CS.

¢) Pouri = 0,...,n, on note 5; = (1,s;) le point de R"*! dont les
coordonnées sont 1, suivi des coordonnées de s;.
Exprimer | det(So, 1, . . ., S )| en fonction de Vol(S). En déduire que le volume

d’un simplexe ne dépend pas de 1’ordre des sommets.
8°) Soit V' > 0 un réel.

a) Donner un exemple de simplexe entier de R?, de volume supérieur ou égal
a V et n’ayant aucun point intérieur entier.

b) Donner un exemple de simplexe entier de R?, de volume supérieur ou égal
a V, et dont les seuls points entiers sont les sommets.
9°) Soit X un compact convexe de R" tel que 0 6/&.

a) Montrer que I’ensemble des A > 0 tels que —AK C K est un intervalle.
On noter a(K) = sup{\ > 0 | —AK C K}.

b) Montrer que a(K) < oo et que a(K) = max{\ > 0| —AK C K}.
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¢) Montrer que 0 < a(K) < 1. En déduire que a(K) = 1 si et seulement si
K est symétrique par rapport a (.
On admet le résultat suivant que 1’on pourra utiliser sans démonstration pour la
suite de cette partie.
Théoreme 1.
Soit S un simplexe de R" et k un entier. Si Vol(S) > k, il existe k + 1 points
distincts v, . . ., vy, de S tels que v; — v € 7" quels que soient i et j entre 0 et
k. .
10°) Dans toute cette question, S est un simplexe de R” tel que 0 €S. On veut
montrer que

Card(S NZ") > 2| Vol(S)(%)” | +1

On pose alors a = a(S) et k = |Vol(S) (%)n .
a) Exprimer, pour 5 € R* et x € R", Vol(3S) et Vol(S — z).
Montrer que pour A € [0, 1] suffisamment proche de 1, Vol( a/}i? 7S ) > k.
b) Pour A comme dans la question précédente, soient vg, ..., v les k + 1

points distincts dans Aa T S vérifiantv; —v; € Z" pourtouts, j dont1’existence

a+
est assurée par le Théoreéme 1.
Montrer que les points v; — v; sont dans AS. En déduire que les v; — v; sont

dans I’intérieur de S.

¢) Montrer qu’il existe un indice j € {0,...,k} tel que les (2k + 1) points
0,+(v; —v;) pouri € {0,...,k} \ {j} soient distincts. En déduire I’énoncé

de la question 10°), puis que
Card(§ MZ") > Vol(8)(22))"

Troisieéme partie
On dit que deux simplexes S et S’ de R™ sont équivalents s’il existe un ordre

d’énumération des sommets s, ..., s, de Set sy, ..., s, de S’ et une matrice
Ade GL,(Z) tels que A(s; — sg) = s, — sppourtouti =1,...,n.

11°) Montrer que deux simplexes entiers S et S’ sont équivalents si et seulement
s’il existe une matrice A € GL,,(Z) etunvecteurb € Z" telsque S’ = A(S)—b.

12°) Montrer que le volume, le nombre de points entiers et le nombre de points
intérieurs entiers sont les mémes pour deux simplexes entiers équivalents.

13°) Montrer qu’un simplexe entier S est équivalent a un simplexe entier contenu
dans le cube [0, Vol(S)]™.

On pourra utiliser la question 6°) pour une matrice M bien choisie.

On admet le résultat suivant que 1’on pourra utiliser sans démonstration.
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Théoreme 2.

Pour tout entier strictement positif k, il existe une constante strictement positive
C(n, k) telle que pour tout simplexe entier S de R™ possédant exactement k
points intérieurs entiers, Vol(S) < C(n, k).

14°) Déduire du Théoreme 2. que pour tout entier strictement positif k, il
n’existe a équivalence pres qu’un nombre fini de simplexes entiers de R™ ayant
exactement k points intérieurs.

Solution

Nous noterons (eq, . .., e,,) labase canonique de R™ et il est important de remarquer
(c’est banal mais fondamental pour ce probleme) que ces vecteurs sont dans Z".

Dans tout le probléme, on confond matrice carrée réelle d’ordre n et endomor-
phisme de R™ canoniquement associé, ainsi que vecteur de R™ et matrice colonne
canoniquement associée.

Cela peut conduire a des rencontres inattendues dans 1’énoncé de cette épreuve, du
genre 5; = (1, s;), ol s; est une colonne de hauteur 7 et §; une colonne de hauteur
n + 1. De méme on pourra écrire : soit t = (¢1,...,t,) ety = Mt ot M est
une matrice carrée et y un nouveau vecteur. De méme ’énoncé dit : la premiere
colonnede M est (a1, ..., ay),ce qui peut surprendre, mais c’est juste une habitude
a prendre. Nous n’aurons jamais a considérer des matrices lignes, donc le risque
de confusion est quasi-nul . ..

‘ Premiere partie ‘

Question 1.

a) On a M,,(Z) C M, (Q). Donc si M est inversible elle est inversible en tant
que matrice a coefficients dans le corps Q. Son inverse M ~! est donc encore a
coefficients rationnels.

Variante : On sait que M~! = —L— M ot M1 = (com M)7 est la transposée

det M
de la matrice des cofacteurs de M.

Comme le déterminant de M est entier et ses cofacteurs aussi (ce sont tous
des déterminants de matrices a coefficients entiers), M ~! est bien a coefficients
rationnels.

M e M,(Z)NGL,(R) = M~!e M,(Q)
b) x Si M € M, (Z) est inversible telle que M et M~! sont a coefficients
entiers, alors det M et det(M ~1) sont dans Z tels que :
1 =det I,, = det(M) det(M 1)
Donc det(M) est un diviseur de 1, i.e. vaut 1 ou —1.
*Si M € M,,(Z) esttelle que det(M) € {—1, 1}, comme on a déja dit que si M

est & coefficients entiers , alors il en est de méme de M et en divisant par 1 ou par
—1, M=t € M, (Z).
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Bref :

Pour M € M, (Z), M~ € M, (Z) < det(M) € {—1,1}

Faut-il justifier les remarques de l’énoncé ?
A cet instant cela ne cofte pas trés cher, donc on ne s’en prive pas :
[Comme I,, commute avec tout le monde et puisque i # j —> E,; ;F; ; =0
(In + cE; j)(In — cEij) = I, — A (Ei;)? =1, —0=1,
donc I, + cE; j € GLy, (Z). On peut aussi dire que le déterminant d’une telle matrice de

transvection vaut 1.]

Question 2.

Commengons par remarquer que si M € M,(Z), alors pour toute colonne
(ou vecteur) x a coefficients entiers Mx est encore a coefficients entiers. Ainsi
M(Z™) C Z"™ et c’est ’inclusion contraire qui pose probléme . . .

a)xSi M(Z") =7".
€ly...,6n € Z"™ = M(Z"™), donc 'image de M (en tant qu’endomorphisme de
R"™ ou Q™) contient une base de R™ (ou de Q") et M est surjectif, donc bijectif.
Cela prouve que M € GL,(R).

Par hypothese, pour tout j € [1,n], il existe y; € Z™ tel que My, = e;. Comme
M € GL,(R),onaen faity; = M~ 'e; et on vient donc de montrer que pour tout
4,1a 5™ colonne de M~ est a coefficients entiers. Ainsi M~ € M,,(Z). Donc
M et M~! sont a coefficients entiers et M € G L, (7Z).

*SiM € GL,(Z).

M et M~ sont a coefficients entiers. Alors pour tout vecteur y € Z", le vecteur

x = M~y est a coefficients entiers et Mx = y. Cela prouve que M (Z™) contient
Z™ et comme on a dit que M (Z™) C Z™ est banal, on a M (Z") = Z".

M € GLy,(Z) < M(Z") = 7"

Ce que ’on peut aussi écrire : M € GL,(Z) < [z € Z" < Mz € 7Z"],
car si M € GL,(Z) on a banalement z € Z" = Mux € Z" et on a aussi
Mz eZ" = x=M"Y(Mz) € Z".

b) i) = 7). On suppose donc que I’'ona M € GL,(Z

Pour t = (tl,...,tn),ona: E tjl'j = Z t]-Mej = M(Z tjej) = Mt.
j=1 j=1 j=1

n
Donc, par le résultat 2°) a) : t € Z™ <= M(t) = > tjz; € Z".
j=1

n
Si pour tout j € [1,n] onat; € [0,1] alors ) t;z; € Z™ si et seulement si

j=1
chaque t; est entier donc vaut 0 ou 1, ce qui fait donc 2" listes possibles et 2"
points, car la famille (x4, ..., z,) est une base de R™ (image de la base canonique

par M inversible) et donc des listes de coordonnées différentes donnent des points
différents.
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i1) = 1). En prenant tous les ¢; nuls sauf I’'un qui vaut 1, I’hypothése entraine
que les vecteurs 1, . . ., T, sont tous des points entiers et M € M,,(Z).
Réciproquement, soit j € [1,n] et 2 = M ~'e; € R". Onadonc Mz = e;.
Onpeutécrire: z = (21,...,2,) = (|21],- -, |2n])+ ({21}, ..., {2n}) etchaque
{%i} appartient a [0, 1.
Ennotant |z| = (|z1],..., |2n]) et {z} = ({z1},...,{2n}), onadonc:

M{z} =Mz—M|z| =e; — M|z]
Comme |z] est a coefficients entiers, il en est de méme de M |z] et donc
M{z} =) {zj}x; estacoefficients entiers, les {z; } appartenant a [0, 1[.
Par I’hypothese faite sur P, il n’y a plus de marge de manoeuvre et les {z;} valent
tous 0, ce qui prouve z est a coefficients entiers.
On vient donc de montrer que les colonnes de M ~! sont a coefficients entiers et
M~1 e M, (Z).
Ainsi M et M ! sont a coefficients entiers et M € GL,,(Z).

(i) <= (ii)

Question 3.

Cette question est tres banale, elle doit donc étre placée ici car son résultat devrait
Servir sous peu . . .

On résout donc, mais surtout on place le résultat dans un coin de sa mémoire.
* Pour M = (my ) € M,(R),ona:

(In + aE; ;)M = M + aE; j(3- mig¢Erye) = M + oy my o E; jEy
k.l k.l
Ona:j#k = FE;jE,,=0;etE;;E;, = E;,donc il reste :

(In + OéEivj)M =M+ Z Olmj,éEi,f
4

On a donc ajouté a la matrice M une matrice dont toutes les lignes sont nulles
sauf la i™ (présence des matrices F; ¢) qui est égale 2 « fois la j°™ ligne de M
(présence des coefficients m; o). Ceci doit étre dans votre cours sous 1’appellation
«manipulation élémentaire » et codé :

Li — Li —l—aLj

* En procédant de la méme manicre, ou mieux en transposant (ce qui échange les
roles de i et j), on voit que matrice M (I,, + o F; ;) se déduit de M en ajoutant a la

7™ colonne de M, « fois sa ™, ce qui se code sous la forme : C; — C; + aC;.

Question 4.

Il semble que la condition n > 2 n’ait pas fait partie de I’énoncé originel donné
aux candidats . . .

Or la propriété n’a pas vraiment de sens pour n = 1, et si on convient que le pged
de a; € Z* est |a1] (il est dit qu’il est strictement positif), alors on donne un sens
a la propriété au rang 1, mais elle est fausse car si a; = —1, le déterminant de la
matrice (—1) vaut —1 et non pas 1 = pged(—1).
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a) Avant de calculer det M effectuons la manipulation C,, «— C,, — vC}.
Comme la premiere colonne de M est (ay,...,a,), sa derniére colonne devient
(u —wvay,0,...,0) et les autres colonnes sont inchangées. Cette manipulation ne
change pas la valeur du déterminant et en développant maintenant par rapport a la
derniére colonne, il vient :

det(M) = (—1)"*! (u — vay) det(N)

b) Notons d = pged(aq,...,a,) et § = pged(as,...,a,) (possible, car
as, . .., a, ne sont pas tous nuls).
On cherche des nombres rationnels u et v tels que d = (—1)"*!(u — vay)d et on
veut de plus que u et tous les nombres vas, . . . , va,, soient dans Z.

Comme d = pged(aq,d), les deux comperes Bachet et Bézout nous disent qu’il
existe des entiers relatifs U et V tels que d = U + a1 V.

Avec:u = (-1)"*'Uetv=(-1)"Y = (-1)"—Y—_ ona:

) det(N)
—u€e”z
—Vi>2va; = (—1)”Vx#(iN) € 7Z, puisque as, . . . , a, sont des multiples
de 9.
s det(M) = (—1)" L ((—1) U — (~1)" VY = §U 1 0,V = d.

0

La matrice M ainsi construite vérifie toutes les conditions exigées.
¢) * le résultat étant faux au rang 1, on initialise au rang 2 :

Soient a1, as € Z, non tous deux nuls et d leur pged. Avec u et v dans Z tels que
ay —v

as u

Elle est bien a coefficients dans Z, de premiere colonne imposée et de déterminant
adéquat. Bref elle convient.

aiu + asv = d, on construit la matrice M =

* Supposons le résultat acquis a un certain rang n — 1 > 2 et passons au rang
suivant.

—Siag=---=a, =0.
Alors M = diag(aq,1,...,1,sgn(aq)) est a coefficients entiers, de premiére
colonne (a1,0,...,0) et de déterminant |a;| = pged(as,0,...,0), donc cette

matrice convient.

— Sinon, 1’hypothése de récurrence nous dit que 1’on peut trouver une ma-
y

trice N dans M,,_1(Z) de premiére colonne (as,...,a,) et de déterminant
pged(ag, . .., ay). Alors en choisissant u et v comme expliqué en b) on construit
une matrice M de M,,(Z) de premiere colonne (aq,...,a,) et de déterminant

ngd(ah s 7an)'
Dans les deux cas 1’hérédité est acquise et on conclut par le principe de récurrence.

Question 5.

On aurait dii nous dire que dans cette question on a encore n 2> 2, car en a) si on
prend n = 1, expression «z} € Z%» a un sens plutdt obscur pour les étudiants.



