Theme 1 - Espaces vectoriels et applications
linéaires

Dans toute la suite, K désigne R ou C.

[S1.1] Définition d’un espace vectoriel

e Un K-espace vectoriel est un triplet (E, +,.), ot E est un ensemble muni :

. d’une loi de composition interne sur F, notée +, telle que (E,+) soit un groupe
abélien, c’est-a-dire :
(i) la loi + est une application de E x E dans E (loi interne) :
V(zy) € B>, x+y€ E;

(ii) la loi + est associative : V (z,y,2) € E3, (x+y) +z=2+ (y + 2);

(iii) la loi + est commutative : V (z,y) € E?, z +y =y + x;

(iv) la loi 4+ posséde un élément neutre, noté O : Vo € E, x + 0 = x;
(v) tout élément x de E posséde un symétrique pour la loi +, noté —z :
x+ (—z)=0g .

. d’une loi de composition externe sur K, notée . , c’est-a-dire une application

KxE — E . o

{ ha) — Aa vérifiant les propriétés suivantes :
(i) lg.x =uz;

(i) A(z4+y)=Az+Ay;

(i) A+ p)x=Az+ px;

)

A(pz) = (Ap).z.

V(A\p) € K2,V (z,y) € E?,
(iv

e Exemples
Il est important de connaitre un certain nombre d’espaces vectoriels classiques.

. K est un K-espace vectoriel.
. C est un R-espace vectoriel pour les lois usuelles.

. Si D est un ensemble quelconque et E un K-espace vectoriel, ’ensemble
A(D,E) des applications de D dans E peut étre muni d’une structure de
K-espace vectoriel pour les lois.

(f.9) = f +gavec:Vx €D, (f +g)(x) = f(z) +g(x);
(M) = A f avec: (A.f)(z) = \.f(z).

En particulier, ’ensemble EN des suites & valeurs dans E est un K-espace vec-
toriel.

. K[X], ensemble des polynomes & coefficients dans K, est un K-espace vectoriel.

« M, 4(K), ensemble des matrices & p lignes et g colonnes & coefficients dans K,
est un K-espace vectoriel.
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[S1.2] Espace vectoriel produit

Soient Eq, Ea, ..., E, p K-espaces vectoriels.
L’ensemble produit ' = Ey X E3 x ... x E, est un K-espace vectoriel pour les lois
définies par :

(x17x27"'71.p)+(y17y27"'7yp) = (xl +y17x2 +y27"'7‘rp+yp);
A(x1,22, .. xp) = (AT1,AT2, ..., ATp) .

Muni de ces lois, F s’appelle 'espace vectoriel produit des E;. Le vecteur nul de
E est le p-uplet (0g,,...,0g,).

Exemple : K? est un K-espace vectoriel pour les lois définies ci-dessus.

[S1.3] Sous-espace vectoriel

e Soit (F, + ,.) un K-espace vectoriel. Une partie F' de E est appelée un sous-
espace vectoriel de E si (F, + ,.) est encore un K-espace vectoriel.
e Caractérisations d’un sous-espace vectoriel

F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si F' est une partie non vide
de F stable par combinaisons linéaires, ce qui équivaut a :

FCE, F#0 et VYXeK V(zry)eF?:z4+ycFethxeF
ou encore :

FCE, F#0 et VMK V(zy)eF?: \x+y € F.

v' Il ne faut surtout pas oublier de vérifier que F' est bien inclus dans F.
Dans certains cas, il s'agit de la partie la plus délicate de la vérification.

v Pour montrer F' # (), on vérifie en général que Og € F.

e Exemples
11 existe un certain nombre de sous-espaces vectoriels classiques (donc d’espaces
vectoriels) & connaitre.
. {0g} et E sont des sous-espaces vectoriels de F (dits triviaux).

. Sin €N, K,[X], ensemble des polynémes de K[X] de degré inférieur ou égal
a n, est un sous-espace vectoriel de K[X].

v' Attention : I'ensemble des polyndmes de degré exactement n n'est
PAS un sous-espace vectoriel de K[X]; en effet, il ne contient méme pas
le polynéme nul !

. Si P € K[X], 'ensemble K[X] - P des multiples de P est un sous-espace vec-
toriel de K[X].

. Si I est un intervalle de R, Pensemble € (I,R) des fonctions continues sur I a
valeurs réelles est un sous-espace vectoriel de A(I,R).
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[S1.4] Intersection de sous-espaces vectoriels

Si (E;)ier est une famille quelconque de sous-espaces vectoriels de FE, leur inter-

section ﬂ E; est encore un sous-espace vectoriel de F.
iel
v' La réunion de sous-espaces vectoriels de E n’est pas, en général, un sous-
espace vectoriel de F.
Plus précisément, on peut démontrer que si A et B sont deux sous-espaces
vectoriels d'un espace vectoriel E, AU B est encore un sous-espace vectoriel
de E si et seulement si A C Bou B C A.

[S1.5] Sous-espace vectoriel engendré, combinaisons linéaires

e Soit X une partie quelconque d'un K-espace vectoriel E.

L’intersection de tous les sous-espaces vectoriels de F qui contiennent X est en-
core un sous-espace vectoriel de E ; c’est en fait le plus petit sous-espace vecto-
riel de E contenant X (au sens de l'inclusion); on Pappelle sous-espace vecto-
riel engendré par X, et on le note Vect(X).

e Si X =0, Vect()) = {Og}. Sinon, Vect(X) est exactement 'ensemble des com-
binaisons linéaires des éléments de X, c’est-a-dire les éléments de la forme :
n
Z Aiz; avecn € N* et \; € K, z; € X pour tout ¢.
i=1
v’ Par définition, une combinaison linéaire est toujours une somme finie.

v Le résultat précédent montre, en particulier, que I'ensemble des com-
binaisons linéaires des vecteurs d'une partie de F est un sous-espace vec-
toriel de E. Cela peut étre utile pour abréger certaines démonstrations.

[S1.6] Famille génératrice

Une famille (z;);c; d'un K-espace vectoriel E est dite génératrice de E si le sous-
espace vectoriel qu’elle engendre est égal a ’espace E tout entier :

E = Vect((z:)ier) ,

c’est-a-dire si tout vecteur de E est combinaison linéaire des x; .
Toute famille contenant une famille génératrice de E est encore génératrice de E.

[S1.7] Dépendance et indépendance linéaire

e Une famille finie (z;)1<ign d'un K-espace vectoriel E est dite libre s’il n’existe
pas de relation de dépendance linéaire non triviale entre ces vecteurs, c’est-a-dire
si, pour toute famille (\;)1<i<n d’éléments de K :

Z)\Z{L'i =0 = Vi€ [[].;TL]], A =0k
i=1

(on dit aussi que les x; sont linéairement indépendants).
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e Une famille quelconque (z;);e; d’un K-espace vectoriel E est dite libre si toutes
ses sous-familles finies sont libres.

Exemple : dans K[X], toute famille de polyndmes non nuls de degrés distincts
est libre.

e Une famille finie (x;)1<i<n d’un K-espace vectoriel E est dite liée si elle n’est pas
libre, c’est-a-dire s’il existe une famille (\;)1<i<n d’éléments de K, non tous nuls,

n
telle que Z Aix; = 0 (on dit aussi que les z; sont linéairement dépendants).

i=1
e Propriétés

— Une famille réduite & un élément {z} est libre si et seulement si z # Op.

— Toute famille contenant Og est liée.

— Toute sous-famille d’une famille libre est libre. Toute famille contenant une
famille liée est liée.

— Une famille (x;);er est liée si et seulement si il existe j € I tel que z; soit
combinaison linéaire des (z;)icr,i;-
Une famille (x;);er est libre si aucun des z; n’est combinaison linéaire des
autres.

[S1.8] Bases

Une famille & d’un K-espace vectoriel E s’appelle une base de E si elle est a la
fois libre et génératrice de E.

Cela équivaut a dire que tout vecteur x de E s’écrit de maniére unique comme com-
binaison linéaire des éléments de A. Les coefficients de cette combinaison linéaire
sont les coordonnées de x dans la base A.

[S1.9] Somme de sous espaces vectoriels

Soit (E;)1<i<n une famille de n sous-espaces vectoriels de E' (n € N*) .
n

On appelle somme des E;, et on note Z FE;, 'ensemble des vecteurs de la forme
i=1

n
Zx,;, ou z; € E; pour tout i € [1;n].
i=1
C’est aussi le sous-espace vectoriel de E engendré par la réunion des FE;, c’est-a-
dire le plus petit sous-espace vectoriel de E qui contient tous les F; :

n
> B = Vect( U E)
i=1 1<i<n
v’ Les deux caractérisations précédentes de la somme de sous-espaces sont
utiles et doivent toutes deux étre sues.
Cependant, on prendra soin de ne pas confondre la réunion, qui est une
notion ensembliste, et la somme de sous-espaces vectoriels.
n
Exemple : si z1,...,r, sont n vecteurs de F, Z K.x; = Vect(z1, . .. ,zp).
i=1
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[S1.10] Somme directe de sous-espaces vectoriels

Soit (E;)1<ign une famille de n sous-espaces vectoriels de E.

n n
On dit que la somme ZEl est directe lorsque pour tout x € ZEl I’écriture
=1 7_1
n
r = Z x; avec x; € F; pour tout ¢ est unique. On note alors : Z E; = @ E;.
=1 =1
Exemple : si x1,...,z, sont n vecteurs non nuls de E, dire que la somme
n
Z K.z; est directe équivaut a dire que la famille (z1,...,x,) est libre.

i=1
Caractérisations d’une somme directe

. Pour que la somme Z E; soit directe, il faut et il suffit que pour toute fa-
1<i<n
mille (z;)1<i<n avec x; € E; pour tout ¢ on ait :

Y ai=0= Vie[l;n], z;=0.

i=1

v’ Il s'agit de la caractérisation la plus simple a utiliser pour montrer
que n sous-espaces vectoriels sont en somme directe des que n > 3.

n
. Pour que la somme Z E; soit directe, il faut et il suffit qu’il existe j € [1;n]

i=1
tel que Z FE; soit directe et que Z E; et E; soient en somme directe (et
1<i<n 1<i<n
i#] i#]

dans ce cas, cette propriété est vraie pour tout j € [1;n]).

v' Cette caractérisation est moins utilisée, mais elle peut étre pratique
dans des démonstrations par récurrence.

e Somme directe de deux sous-espaces

Dans le cas de deuz sous-espaces vectoriels (et dans ce cas seulement), on a une
caractérisation plus simple. En effet, pour que la somme de deux sous-espaces
vectoriels Ey et Fy de E soit directe, il faut et il suffit que £y N By = {0g}.

e Sous-espaces supplémentaires
Les sous-espaces vectoriels E; (1 < i < n) de E sont dits supplémentaires si
n
E = @ E;. Cela équivaut a dire que tout vecteur x € E s’écrit de maniere

i=1
n

unique sous la forme x = E x; avec x; € I; pour tout i.

i=1
Exemple : si x1,...,x, sont n vecteurs non nuls de F, dire que F = @Kml

i=1
équivaut a dire que la famille (x1,...,z,) est une base de F.
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o Base adaptée a une décomposition en somme directe

n

. Soit (E;)1<i<n une famille de sous-espaces vectoriels de E telle que E = @ FE;.
i=1
Si, pour tout ¢ € [1;n], %; est une base de E;, alors les %; sont deux a deux
n

disjointes et # = U 2B; est une base de F.
i=1

. Soit # une base de E, et (%;)1<ign une partition de A.

Si, pour tout i € [1;n], E; = Vect(%;), alors E = @El
i=1

[S1.11] Espaces vectoriels de dimension finie

e On dit qu'un K-espace vectoriel est de dimension finie s’il possede une famille
génératrice finie.
e Théoréme de la base incompléte

Soient L une famille libre et G une famille génératrice de E, espace vectoriel de
dimension finie.

Alors il existe une base & de E telle que : L C & C LUG (autrement dit, on

peut compléter L a laide de vecteurs de G pour obtenir une base).

On en déduit que tout espace vectoriel de dimension finie F posséde (au moins)
une base (dans le cas ot E = {0}, on peut convenir qu'une base de E est ().
e Dimension
Toutes les bases d’un espace vectoriel ¥ de dimension finie ont le méme nombre
d’éléments, appelé la dimension de F, notée dimg E ou plus simplement dim FE.
e Caractérisation des bases
Soit F un K-espace vectoriel de dimension .
— Toute famille libre de EF a moins de n éléments; et si elle en a exactement n,
c’est une base de F.
— Toute famille génératrice de E a plus de n éléments; et si elle en a exactement

n, ¢’est une base de E.

Exemple : toute famille de polynémes de degrés échelonnés de 0 & n est une
base de K, [X].
e Dimension d’un espace vectoriel produit
Soient Ey, E, ..., E, p K-espaces vectoriels de dimensions finies.
Alors I'espace vectoriel produit £ = E; X Ey x ... x E, est de dimension finie

p
et dim £ =Y _ dim(E;).

i=1
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[S1.12] Dimension d’un sous-espace vectoriel

Soit F/ un K-espace vectoriel de dimension finie, et soit F' un sous-espace vecto-
riel de F.

— F est de dimension finie, et dim F' < dim F.
— De plus, si dim E' = dim F', alors F' = FE.

Rang d’une famille
Soit (z;)icr une famille d’éléments d’un K-espace vectoriel E.

Si le sous-espace vectoriel qu’elle engendre est de dimension finie, on définit le
rang de la famille (x;);er par :

rg((x)ier) = dim(Vect((zi)ier)).

e Propriétés

— Si FE est de dimension finie, alors :
rg((z:)ier) < dim(E).

— Si (21,22, ...,xp) est une famille finie, alors : rg(z1,x2,...,2p) < P.

[S1.13] Dimension de la somme de deux sous-espaces

e Dimension d’un supplémentaire

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.
— Tout sous-espace vectoriel de E posseéde (au moins) un supplémentaire.
-SiEFE=F&dG, dmF+dimG=dimFE.

e Formule de Grassmann

Soit F un K-espace vectoriel, et soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de
dimensions finies de E. Alors F' + G est de dimension finie et :

dim(F 4+ G) =dim F +dim G — dim(F N G).

e Caractérisation de deux sous-espaces vectoriels supplémentaires

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et soient F' et G deux sous-
espaces vectoriels de FE.

Pour que F et G soient supplémentaires, il faut et il suffit que :
F+G=FE e dimFE=dimF+dimG
ou bien que :

FNG={0g} e dimF=dimF+dimG.
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[S1.14] Dimension de la somme de n sous-espaces

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et (E;)1<;<n une famille de sous-
espaces vectoriels de E.

e Dimension de la somme

=1 i=1

n n
On a l'inégalité : dim (Z Ei> < Z dim F; , et il y a égalité si et seulement si
la somme est directe.

e Caractérisation de sous-espaces vectoriels supplémentaires

Pour que les E; soient supplémentaires, il faut et il suffit que :

n n
la somme Z E; soit directe et que dim E = Z dim(E;)
i=1 i=1

ou bien que :

E= iEi et dimFE = idim(Ei).
i=1 i=1

[S1.15] Applications linéaires

e Définitions
. Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. Une application u: E — F est dite
linéaire si :
VA EK, Y (zy) € B? u(z+y) =ul@) +uly) et u\z) = lu(x).
On peut remplacer cette définition par :

VAEK, V(zy) € E? ulhr +y) = du(z) +u(y).

Si u est linéaire, on aura plus généralement, pour toute famille de scalaires
(Ai)1<ign et toute famille (z;)1<i<n de vecteurs de E :

. Un isomorphisme de E sur F' est une application linéaire bijective de E sur F'.
. Un endomorphisme de F est une application linéaire de ' dans lui-méme.
. Un automorphisme de E est un endomorphisme de E bijectif.
. Onnote Z(E,F) 'ensemble des applications linéaires de E dans F, Z(E) 'en-
semble des endomorphismes de E et GL(E) celui des automorphismes de E.
¢ Exemples

De méme qu’il faut connaitre certains espaces vectoriels de référence, il faut aussi
connaitre certaines applications linéaires classiques. Citons-en quelques-unes.
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