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1" épreuve Durée : 4 heures

Equations difféentielles de Sturm-Liouville

Ce probleme est consacré a I’étude d’une équation différentielle avec parametre.
On désigne par C*°([0, 1]) I’espace des fonctions réelles de classe C*° sur [0, 1].

Premiére Partie
Dans cette premiére partie, étant donné deux fonctions p et ¢ de C*°([0, 1]), on
désigne par A, , I’endomorphisme de C>°([0, 1]) défini par :
Apgy) =y" +py +qu

et par (D,, ;) I’équation différentielle sur [0, 1] : 4, ,(y) = 0.
1°) Soit y une solution non identiquement nulle de (D), 4).

a) Montrer que les fonctions y et ¢’ ne s’annulent pas simultanément.

b) Montrer que les zéros de y sont en nombre fini.

2°) Soit y; et yp deux solutions linéairement indépendantes de (D, ) ; on
suppose que y; admet au moins deux z€ros et on note a et b deux zéros
consécutifs.

a) Montrer que y» admet au moins un zéro dans I’intervalle ouvert |a, b[. (On
pourra procéder par I’absurde et considérer le wronskien W de y; et y2.)

b) La fonction y- peut-elle avoir plusieurs zéros dans |a, b] ?
Etant donné deux fonctions u et v de C*°([0, 1]), u ne s’annulant en aucun point,
on désigne par B, ,, I’endomorphisme de C* ([0, 1]) défini par :

Buw(y) = (wy')' + vy
et par (E, ) I"équation différentielle sur [0,1] : B, ,(y) = 0.
3°) a) Soit y; et yo deux solutions linéairement indépendantes de (D), ;) et soit
W leur wronskien. Vérifier la relation :
Y1Bu,w(¥2) = y2Buw(y1) = (0 —up)W

b) Montrer que, pour tout couple (p, q), il existe des couples (u, v) tels que

Ker A, , = Ker B,, ,, et déterminer tous ces couples (u, v).

4°) On se donne trois fonctions u, v1, v2 de C*°([0, 1]) et on suppose :
u(z) > 0,va(x) < vi(x) pour tout z € [0,1]

Pour ¢+ = 1,2, on note y; une solution non identiquement nulle de I’équation
(Ewy,v,;) ; on suppose que yo admet au moins deux zéros et on note a et b deux
zéros consécutifs.

b
a) Vérifier la relation : [uylyé}z = / (v1(z) — va(z)y1 (x)y2(z) dz
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b
(on pourra considérer / (Y1 Bu,vs (Y2) — y2Buv, (y1)) dz).
a
b) Montrer que y; admet au moins un zéro dans I’intervalle ]a, b] (on pourra
procéder par I’absurde).

Dans toute la suite du probléme, on note r une fonction de C*° (|0, 1]) ; pour
tout nombre réel \ on considere I’équation différentielle sur [0,1] :

y'=A=ry=0  (Dy)
On note yy l'unique solution de (D)) satisfaisant y5(0) = 0, y4(0) = 1,
et Ey U'espace vectoriel (éventuellement réduit a zéro) des solutions de (D))
satisfaisant y(0) = y(1) = 0, si cet espace n’est pas réduit a zéro, on dit que
A est valeur propre.
Deuxiéme partie
5°) a) Quelles sont les valeurs possibles de dim F ?
b) Démontrer 1’équivalence des conditions E # {0} et y»(1) = 0.
6°) Démontrer les assertions suivantes :

a) Toute valeur propre est supérieure ou égale a inf, (o 1) 7(x).

1
b) Siy; € Ex,, y2 € E\,, avec A\; # \a, alors / y1(z)y2(x) de = 0.
0

Troisieme partie
Dans les troisieme et quatrieme parties, on désigne par N () le nombre des
zéros de la fonction y dans [0, 1] et on se propose d’étudier N () en lien avec
les valeurs de y (1), ainsi que la répartition des valeurs propres.
7°) Dans cette question on examine le cas o 7 = 0 et A > 0. On désigne par
E(a) la partie entiere d’un nombre réel a.

a) Calculer y, () pour z € [0, 1].
b) Calculer N ().
¢) Préciser le comportement de NV (\) au voisinage d’un point \.

On ne suppose plus v = 0 ni A > 0. On admettra que la fonction de deux
variables (\,x) — yx(z) est de classe C*°.
8°) Dans cette question, on se propose de démontrer que, si ¥, (1) est non nul,
N ()) est constant dans un voisinage de \.
On désigne par ¢y, ..., c,,n > 1 les zéros de y,, dans [0, 1], avec
O=c1<c<---<cp <1
a) Montrer qu’il existe une suite strictement croissante (&;)o<j<2n de
nombres réels, possédant les propriétés suivantes :
1) & = 0,82, =1,0 <& < &2,825-2 <c¢j <&j_1pourj=2,...,n;
(i) (=17 yn, > 0sur [€o5-1,&25), 5 = 1,...,n;
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(iii) (—1)jy3\0 > 0 sur [§2j7§2j+1]aj =0,...,n—1.

b) Dans cette question, on considere une fonction F' de classe C*° définie sur
un ouvert contenant un rectangle compact I x J de R2.
Démontrer ’assertion suivante :
pour tout e > 0, il existe & > 0 tel que les conditions s1, s2 € I et|s; — s2| < 0
impliquent |F'(sq,t) — F(s2,t)| < € pour tout t € J.

¢) Montrer que, pour tout A\ suffisamment voisin de )\g, ¥y, a exactement
un zéro dans chacun des intervalles [£2;,&2;1], mais n’en a aucun dans les
intervalles [£2,_1, &2;5]. Conclure.

9°) Montrer que, pour tout A > p = sup,¢(o 1] 7(), ona:

N(QA) = B((A = p)'/2a 1)
(on pourra utiliser la question 4°) et la question 7°) en y remplacant A par un
réel quelconque p < A — p.)
10°) a) Montrer que si y (1) est non nul pour tout A appartenant a un intervalle
I, N()) est constant dans 1.

b) L’ensemble des valeurs propres est-il vide ou non vide ? fini ou infini ?

Quatrieme partie
Dans cette quatrieme partie, on étudie le comportement de N (\) au voisinage
d’un point Ag tel que y,(1) = 0. On écrira y(\, z) au lieu de y»(z), et on
rappelle que cette fonction de deux variables est de classe C* ; I’équation (D))
s’écrit donc :

9 ,
Shr-ny=0 @
11°) démontrer que la relation (i) entraine les relations suivantes :
83y N0y . .
81:26)\+()\ r)a)\+y—0 (i7)
&@ 83y 2
o ho2ox! Y =0 ()
0y (1) 0 1 : .
a(/\o, 1)%(/\0, 1) = /0 y(Ao,z)*dx >0 (iv)

12°) Montrer qu’il existe un réel € > 0 ayant les propriétés suivantes :

(1)) sid €[N —¢g,A[,ona N(A)=N(N\) —1;

(73) si A € [Ao, Ao +¢€],ona N(A) = N(Ag).
13°) Montrer qu’on peut écrire les valeurs propres comme une suite croissante
infinie \; < Ay < ---, et exprimer N (\,,) en fonction de n.
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Solution

‘ Premiére partie ‘

Question 1.

a) (D, ) est une équation différentielle linéaire du second ordre.

Soit xg € [0, 1], le théoréme de Cauchy-Lipschitz assure qu’il existe une seule
solution y de cette équation différentielle telle que y(zo) = y'(xo) = 0.

La fonction nulle convenant banalement, on en déduit par contraposée que si y est
une solution non nulle, alors on n’a pas y(xg) = y'(z¢) = 0, et ceci quel que soit
le choix de xg.

b) Supposons que y admette une infinité de zéros sur le compact [0, 1]. Alors
I’ensemble des zéros admet un « point d’accumulation » £ € [0, 1], ¢’est-a-dire qu’il
existe une suite (x,,),en de zéros de y qui converge vers / et telle que, pour tout
n, T, # L.

Par continuité de y, on a y(¢) = 0.

Comme y(z,) = y(¢) = 0, le théoréme de Rolle montre qu’il existe z/, € |z, {|
tel que y'(z),) = 0.

Par encadrement, la suite (2, ) converge vers ¢ et par continuité de y’,onay’(¢) = 0.
Comme y n’est pas la solution nulle, ceci contredit le résultat a), et donne le résultat
demandé :

‘ seule la solution nulle s’annule une infinité de fois ‘

Question 2.

[Remarquons que I’on ne devrait pas dire (W est le wronskien de y, et y» ), mais plutot (W
est le wronskien de (y1,y2) ), car I’ordre a une importance au niveau du signe . .. |

a) Soit W = y1y5 — y;y2. La fonction W est dérivable sur [0, 1] et :

W' =wy1ys — yi'ye = y1(—pys — qy2) + (py1 + qy1)y2 = —pW
Ainsi, W est de la forme © — k exp(—P(z)), ot P est une primitive de p.

Comme (y1, y2) est une famille libre, le wronskien n’est pas la fonction nulle, donc
en fait n’est jamais nul et en particulier il est de signe fixe. Or W (a) = —v/ (a)y2(a)
et W(b) = —y1(b)y2(b).

Mais y; est de signe fixe sur ]a, b[ (a et b sont des zéros consécutifs) et quitte a
changer y; en —yi, on peut supposer y1(x) > 0 sur |a, b[ et alors on a ¥} (a) > 0,
y5(b) < 0, donc yj(a) > 0ety;(b) < 0 (lavaleur 0 est interdite).

Par conséquent y»(a) et y2(b) sont de signes contraires et par le théoréme des
valeurs intermédiaires, version passage de la douane, y, s’annule au moins une fois
sur ]a, b|.

b) Si ys avait plusieurs zéros sur |a, b], soit a, 3 deux zéros consécutifs de yso.
En échangeant les roles de y; et yo, y2 s’annulerait au moins une fois sur |« 3],
donc sur Ja, b[, ce qui contredit la définition de a et b.

Donc y2 a un seul zéro sur ]a,b[ (résultat connu sous le nom de «lemme
d’entrelacement de Sturm »).
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Question 3.

a)Ona B, ,(y) = (uy’)’ + vy, donc :
Y1Bu,w(¥2) — y2Buw(y1) = yi(uys)’ — y2(uyy)’
= y1(uyy +u'yy) — y2(uyy +u'yy)
= u(y1yy — y2yy) + v (y1v5 — y2u1)

= (v — up)(y1y5 — y2u1)
Soit :

Y1Buw(y2) — y2Buw(y1) = (u' — up)W

b)Ona:
Ker Apq ={y /y" +py' +qy =0}
Ker Buw ={y / uy” + 'y’ +vy =0} ={y / y" + %y’ +,u=0}
Ala lectur/e de ces définitions, on sent bien que 1’égalité des noyaux doit se traduire
parp:%etq:%;...
* Supposons Ker A, , = Ker B,, ,, et soit (y1,y2) un systtme fondamental de

solutions de D, ;. Ona A, ,(y1) = Ap 4(y2) etdonc By, ,(y1) = Buy,»(y2) = 0.
Ainsi, le calcul précédent montre que (v — pu)W = 0.

Comme W n’est jamais nul, on a déja u’ = pu.

* Ainsi i’ + py; +qy1 = 0etyf + %yi +o =yl +pyi+ Gy =0

Par différence, on a : (¢ — %)yl = 0 et comme y; n’est pas la solution nulle
elle ne s’annule qu’en un nombre fini de points (question 1°) b)), par conséquent
q-— % s’annule sur [0, 1] sauf en un nombre fini de points, donc s’annule partout
par continuité..

Ainsi: Ker 4, , =Ker B, , = v/ =puetv = qu.

La réciproque est triviale et I’équation différentielle v’ = pu s’intégrant sans peine,
on obtient :

u(z) = Kexp (/Oxp(t) dt) etv(z) = q(z)u(x), K € R

Question 4.

a) [ [f1b est une notation standard ? On comprend que cela vaut f(b) — f(a) ...]
b

Partons de [ = / (Y1 Bu,v, (y2) — Y2 Buw, (y1))-

a
(Sans le «dz », ou alors il faut mettre des = dans toutes les fonctions : le concepteur
n’est pas tres a cheval sur les notations !)
Tout d’abord I = 0, car la fonction a intégrer est la fonction nulle, et en explicitant :

b
0= / (v (g + 'y + vay) — ya () + 'y + v1g))
a

b b
= / (ve — v1)Yy1y2 + / (u(yryd — ya2yy) + ' (y1vh — y2v4))
a a
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U 1\’ — ul / + U o0 + U !
Mais : { (ug192) Y12 Y12 Y12 et, par différence :

(uyry2)" = u'yiy2 + uyiys + uyi'ys
(uyrys — uyiy2)" = u(yrys — yay1) + u(y1yz — y2yy)
La chance étant avec nous, on peut achever le calcul et :
b
b
0= / (va — v1)yry2 + [uyrh — uyiye],
a

C’est vraiment notre jour de chance, car y2(a) = y2(b) = 0 et il reste donc :

b
b
/ (v1 —v2)yrye = [uyys],

b) Supposons que y; n’ait aucun zéro dans |a, b|, alors cette fonction a un signe
fixe (strictement) sur ]a, b[ et quitte & changer y; et/ou y, en leur opposé (ce qui
ne change rien a la formule obtenue en a), on peut supposer y; et y» strictement
positives sur |a, b[ (pour y cela résulte du fait que a et b sont des zéros consécutifs

de y2)
b

— Comme v; — v est continue a valeurs dans R ,ona | (v1 —v2)y192 > 0
a
— Le raisonnement fait en 2°) a) (en remplagant y; par yo montre que y5(a) > 0

et y5(b) < 0, et comme y; est strictement positive sur |a, b, on a y1(a) > 0 et
y1(b) = 0.

Donc u(b)y; (b)y4(b) < 0etu(a)yi(a)ys(a) > 0,d ot [uylyé]z <0.

Ces deux résultats sont incompatibles avec le résultat obtenu en a) et notre hypo-
thése est donc absurde et y; admet au moins un zéro dans I'intervalle |a, b|.

[Ceci est la clé de cette épreuve, a suivre . . . |

‘ Deuxiéme partie ‘

Question 5.

a) L’ensemble des solutions de (D)) est un espace vectoriel de dimension 2,
I’ensemble des solutions telles que y(0) = 0 est un espace vectoriel de dimension
1 (c’est la droite engendrée par y,) et on n’est pas slir qu’une solution telle que
y(0) = 0 puisse réaliser y(1) = 0, donc :

dim B € {0,1}

[Au fait, il est clair que F est un espace vectoriel.]
b) * Si yy vérifie y»(1) = 0, comme y,(0) = 0 et y4 (0) = 1, cela prouve que
yx € Ey et que y, n’est pas la fonction nulle, ainsi :
y)\(l) =0 = FE,\ 7& {0}
* Supposons Fy # {0}, soity € Ey \ {0}.Onay(0) = y(1) = 0ety'(0) #

Alors z = ﬁy vérifie 2(0) = 0,2/(0) = 1, donc z = yy et (1) = ya(1)

yr(1) =0 <= E\ # {0}
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Question 6.

a) Supposons qu’il existe une valeur propre A strictement inférieure a inf . On

[0,1]
adoncVz € [0,1],r(z) > A
Soit alors y une solution de (D)) telle que y(0) = y(1) = 0 et différente de la
fonction nulle. On a :

1 1
—>/ yy”z/ (r=Ny*>0
0 0
(fonction a intégrer continue positive et non identiquement nulle)

1 1 1
1
H/yy”z[yy’}o—/yaz—/ y/2<0
0 0 0

(intégration par parties et y(0) = y(1) = 0)
Il y a comme un malaise et notre hypothése est absurde, donc :

A valeur propre = A > [mf] T
0,1

b) Comme y; € Ey, ety € E),, on peut écrire :

1 1 1 1
* >\1/ Y1y2 = / yo(ryn —yy) = / TY1Y2 —/ Yoyl
0 0 0 0

et, en intégrant par parties :

1 1 1 1 1
1
/\1/ Y1y2 =/ TY1Y2 — [y2yﬂ0+/ yllyé:/ ry1y2+/ Y15
0 0 0 0 0

* Le méme calcul donne en permutant les rdles de y; et yo :

1 1 1
)\2/ Y192 :/ TY2Y1 +/ Yhy,
0 0 0

1 1
Donc )\1/ Y1y = )\2/ y1y2 et comme Ay # Ag :
0 0

1
/ y1y2 =0
0

‘ Troisieme partie ‘

Question 7.
a) La solution générale de I’équation différentielle 4" + Ay = 0,avec A > Oest:
y(z) = Acos(vAz) + Bsin(v/Az)
y(0) = 0 donne A = 0 et 3//(0) = 1 donne alors Byv/\ = 1, donc :

'xHLsin T
Yx - \/X (\/X)

b) yr(x) = 0 <=z € [0,1] et V Az € 7Z
<:>:1::k—7retk€Z,aV600<k:7r<

VA

<:>J::k—7retk:€Z,avecO<k:<L

VA

B s
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Ainsi :

NA) =1+ [@J

¢) La fonction A — N () est en escalier, les marches se situant aux points
d’abscisse k272, k € N*, et ces marches sont de hauteur 1. Que dire de plus ?

Question 8.

a) Considérons le démarrage : 0 = ¢ < co :
La fonction y,, est nulle en c; et c2, ne s’annule pas entre les deux et yﬁ\o (c1) > 0.
Comme elle ne peut pas changer de signe entre c; et ca (ce sont des zéros consécutifs)
elle est strictement positive sur |cy, ¢a].

La dérivée en c, est négative ou nulle (on descend vers 0) et comme elle ne peut
étre nulle, v}, (c2) < 0.
La fonction y} = est continue, donc :
Y (c1) >0 = F& €ler, e[|V € [er, 6], 93, () >0
et
Y (c2) <0 = F& €61, 0|V € [§1, 02,9, (7) <O
On peut résumer ceci dans le tableau :

r |a &1 &2 2
Y (T)|  + -
Yno |0 + 0

On passe alors au segment [cg, c3]. Comme y}, (c2) < 0 et comme y, ne peut pas
changer de signe entre c, et c3, on se retrouve dans la méme situation qu’entre c;
et cz, mais pour la fonction —y,,,. Il existe donc &3 et &4, avec cp < &3 < &4 < ¢3
tels que y) soit a valeurs strictement négatives sur [cz2, {3, & valeurs strictement
positives sur [£4, c3] et que y,, soit & valeurs strictement négatives sur [£3, £4].

On peut alors mettre les deux résumés bout a bout et oublier I’intermédiaire co :
r jla &G & & &
Yh, () + - +
Yxo + —

Il n’y a plus qu’a continuer cette alternance de segments ou la dérivée est de signe
(strict) fixe et de segments ou la fonction est de signe (strict) fixe.

On acheve avec 1’étude sur [c,,, 1], ol I’on peut définir de la méme facon 2,1, la
dérivée ayant un signe strict fixe sur [c,, {2,—1] (donc en fait sur [£2,,—2, E2n—1])
et la fonction ayant un signe strict fixe sur [{2,,—1, &2, ] (celui de yy, (1) qui est non
nul), en posant bien siir &, = 1.

b) Pas besoin d’aller chercher une majoration de dérivées partielles. Il suffit
de supposer F' continue sur le pavé compact I x J de R?, en effet I est alors
uniformément continue (théoréme de H.Heine) et :

Ve > 0,3(5 > 0, H(Slatl) — (Sg,tg)Hoo <§ = ‘F(Sl,tl) — F(Sg,tg)’ < e





