Chapitre 1

Modeles discrets

Le but de ce chapitre est de présenter les principales idées de la théorie des op-
tions dans le cadre mathématiquement treés simple des modeles discrets. Nous y re-
prenons essentiellement la premiere partie de Harrison et Pliska (1981). Le modele
de Cox-Ross-Rubinstein est présenté en fin de chapitre sous forme de probléme cor-
rigé, pour illustrer la théorie de facon plus concrete.

1.1 Le formalisme des modéeles discrets

1.1.1 Les actifs financiers

Un modele de marché financier discret est construit sur un espace probabilisé fini
(Q, F,P), muni d’une filtration, ¢’est-a-dire d’une suite croissante de sous-tribus de
F : Fo, F1,...,Fn.Latribu F,, représente I’information disponible a I’instant n et
est appelée tribu des événements antérieurs a 'instant n. L horizon N sera le plus
souvent, dans la pratique, la date d’échéance des options.

On supposera, dans la suite, que Fo = {0,Q}, Fy = F = P(Q), od P(Q)
désigne I’ensemble des parties de I’ensemble fini €, et que P({w}) > 0, pour tout
w € ). Le fait de travailler sur un espace de probabilité fini permet d’éviter cer-
taines difficultés techniques : par exemple, toutes les variables aléatoires réelles sont
intégrables.

Le marché est constitué de (d+ 1) actifs financiers, dont les prix a I’instant n sont
donnés par des variables aléatoires SO, Si, ..., S2, a valeurs strictement positives,
mesurables par rapport a la tribu F,, (les investisseurs ont connaissance des cours
actuels et passés, mais pas des cours futurs). Le vecteur S,, = (52,5}, ... 59)
est le vecteur des prix a I’instant n. L’actif numéroté 0 est [’actif sans risque et on
pose, par convention, S§ = 1. Si le taux d’intérét des placements sans risque sur
une période est constant et égal a 7, on a S = (1 + r)". Le coefficient 3, = 1/S°
apparait comme le coefficient d’actualisation : c’est la somme d’argent qui, investie
a I’instant O dans I’actif sans risque, permet de disposer de 1 euro a I’instant n (si on
compte les prix en euros). Les actifs numérotés de 1 a d sont appelés actifs risqués.
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16 Chapitre 1 Modéles discrets

1.1.2 Les stratégies

Une stratégie de gestion est définie par un processus (simplement une suite dans
le cas discret) aléatoire
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a valeurs dans R4t!, donnant a chaque instant n les quantités gbﬁl des divers actifs,
détenues en portefeuille. On impose a la suite ¢ d’étre prévisible au sens suivant :

. #} est Fo-mesurable
vie {0,1,...,d} ‘
et,pourn > 1, ¢! est F,_j-mesurable.

La signification de cette hypothese est la suivante. Le portefeuille a la date n

(&0 Pns - - 60)

est constitué au vu des informations disponibles a la date (n — 1) et conservé tel quel
au moment des cotations de la date n.
La valeur du portefeuille a I’instant n est donnée par le produit scalaire

d

Vn((b) = ¢)n-‘9n = Zdﬁl‘s:l

=0

Sa valeur actualisée est

ol B, = 1/8% et S, = (1,6,5,...,8,5%) est le vecteur des prix actualisés
des actifs. Considérer les prix actualisés revient a considérer le prix de I’actif sans
risque comme numéraire (voir 1’exercice 3 pour une introduction aux techniques de
changement de numéraire).

On dira qu’une stratégie est auto-financée si la relation suivante est vérifiée pour
toutn € {0,1,...,N — 1} :

(bnSn == ¢n+1~Sn~

Cette égalité s’interprete de la fagon suivante : a I’instant n, aprés avoir pris connais-
sance des cours SY, - -, S?, T’investisseur réajuste son portefeuille pour le faire pas-
ser de la composition ¢,, a la composition ¢, 1, le réajustement se faisant aux cours
de la date n, en réinvestissant la valeur totale du portefeuille et rien de plus. Il n’y a
donc ni apports, ni retraits de fonds (en particulier, il n’y a pas de consommation).

Remarque 1.1.1 L’égalité ¢,,.S,, = ¢,41.5, est évidemment équivalente a :

¢n+1'(sn+1 - Sn) = (anrl-SnJrl - ¢nsn7

ou encore a
Vii1(9) = Va(9) = bns1-(Sng1 — Sn).
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A Tlinstant n + 1, la valeur du portefeuille est ¢,,41.5,+1 et la différence
Ont1-Snt1 — Ont1.9n représente le gain (net) di a la variation des cours entre
les instants n et n + 1. Une stratégie auto-financée est donc une stratégie pour la-
quelle les variations de valeur du portefeuille viennent uniquement des gains dus a
I’agitation des cours.

La proposition suivante permet de préciser cette remarque en termes de quantités
actualisées.

Proposition 1.1.2 Les conditions suivantes sont équivalentes.
(1) La stratégie ¢ est auto-financée.

(i) Pourtoutn € {1,...,N},
Va(9) = Vo(d) + Y _ ;- AS;,
j=1

ou AS; est le vecteur S; — S;_1.

(iii) Pourtoutn € {1,...,N},

Vo(9) = Vo(¢) + Y _ ;- AS;,

i=1
o AS’]- est le vecteur S'j — ~j,1 = 03;5; — Bj—15j-1.

Démonstration. 1’équivalence entre (i) et (ii) résulte de la Remarque 1.1.1.
L’équivalence entre (i) et (iii) s’obtient en remarquant que ¢,,.S, = ¢n41.5, Si
et seulement si ¢,.S;, = ¢n41-Sn- O

Cette proposition montre que, pour toute stratégie auto-financée, la valeur actua-
lisée (et, donc, la valeur tout court) du portefeuille est completement déterminée par
la richesse initiale et le processus (@2, ..., % )o<n<n des quantités d’actifs risqués

détenues au cours du temps. Cela vient simplement du fait que AS’? = 0, pour
j € {0,...N}. Plus précisément, on peut énoncer la proposition suivante.

Proposition 1.1.3 Pour tout processus prévisible ((¢L,...,%))o<n<n @ valeurs
dans R et pour toute variable V Fy-mesurable, il existe un unique processus
prévisible (¢2)o<n<n tel que la stratégie ¢ = (¢°, ¢, ..., ¢%) soit auto-financée

et de valeur initiale V.
Démonstration. La condition d’auto-financement entraine
¥ 0 181 d &d

Vot > (¢;A§; T +¢?A§;!) ,
j=1
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ce qui détermine ¢¥. La seule chose a vérifier est la prévisibilité de ¢°, qui résulte
immédiatement de I’égalité

n—1
D= Yo+ Y (01AS 4+ -+ lns)
j=1

+(oh (<8hon) +o 4o (<51))

1.1.3 Stratégies admissibles et arbitrage

Nous n’avons pas imposé de condition sur le signe des quantités ¢’ . Dire que
@2 < 0 signifie qu’on a emprunté 1a quantité |¢2 | sur le marché des placements sans
risque. Dire que ¢}, < 0, pour un ¢ > 1, c’est dire qu’on a des dettes libellées en
actif risqué (par suite de ventes a découvert). Les emprunts et les ventes a découvert
sont donc permis, mais nous imposerons a la valeur du portefeuille d’étre positive ou
nulle a tout instant.

Définition 1.1.4 Une stratégie ¢ est dite admissible si elle est auto-financée et si
Vn(¢) > 0 pourtoutn € {0,1,...,N}.

L’investisseur doit donc étre en mesure de rembourser ses emprunts a tout instant. La
notion d’arbitrage (réalisation d’un profit sans prendre de risque) est alors formalisée
de la fagon suivante.

Définition 1.1.5 Une stratégie d’arbitrage est une stratégie admissible de valeur ini-
tiale nulle et de valeur finale non nulle.

En d’autres termes, un arbitrage part d’une richesse initiale nulle, maintient une ri-
chesse positive au cours du temps, et parvient a une richesse finale qui est strictement
positive avec probabilité non nulle. La plupart des modeles excluent toute possibilité
d’arbitrage et ’objet de la section suivante est de donner une caractérisation de ces
modeles grice a la notion de martingale.

1.2 Martingales et arbitrages

Avant d’établir le lien entre martingales et arbitrage, nous allons définir la notion
de martingale sur un espace de probabilité fini. Pour cela, I'usage de 1’espérance
conditionnelle par rapport a une sous-tribu est indispensable, et nous renvoyons a
I’appendice pour un exposé des principales propriétés de cet outil.

1.2.1 Martingales et transformées de martingales

Dans cette section, on considére un espace de probabilité fini (2, F,P), avec
F = P(Q) et, pour tout w € Q,P({w}) > 0, muni d’une filtration (F,,)o<n<n
(sans supposer Fy = F, ni Fo = {0,Q}). Une suite (X,,)o<n<n de variables
aléatoires est dite adaptée a la filtration si, pour tout n, X, est F,,-mesurable.
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Définition 1.2.1 Une suite adaptée (M,,)o<n<n de variables aléatoires réelles est
une

e martingale si E(M,,11|F,) = M, pour toutn < N — 1;

e sur-martingale si E(M,,1|F,) < M, pour toutn < N — 1;

e sous-martingale si E(M,,1|F,) > M, pourtoutn < N — 1.

Ces définitions s’étendent aux vecteurs aléatoires : on dit par exemple qu’une suite
(My)o<n<n de variables aléatoires a valeurs dans R< est une martingale si chacune
des coordonnées du vecteur M, est une martingale réelle.

Dans un contexte financier, dire que le cours (S%)o<n<n de Iactif i est une
martingale revient a dire que, a tout instant n, la meilleure estimation (au sens des
moindres carrés) que 1’on puisse faire de S’ 11, a partir des informations disponibles
a la date n, est donnée par S;,.

Les propriétés suivantes, qui se déduisent aisément de la définition qui précede,
constitueront pour le lecteur de bons exercices de maniement de I’espérance condi-
tionnelle.

1. (M,)o<n<n est martingale si et seulement si
E(Mysj|Fp) = M, ¥j > 0.

2. Si (My)n>0 est une martingale, on a, pour tout n, E(M,,) = E(Mp).
3. La somme de deux martingales est une martingale.

4. On a évidemment des propriétés analogues pour les sur-martingales et les
sous-martingales.

Définition 1.2.2 Une suite adaptée (H, )o<n<n de variables aléatoires est dite
prévisible si, pour tout n > 1, H,, est F,,_1-mesurable.

Proposition 1.2.3 Soit (M, )o<n<n une martingale et (Hy)o<n<n une suite
prévisible par rapport a la filtration (F,,)o<n<n. On pose AM,, = M, — M,_1.
La suite (X,,)o<n<n définie par

Xo = HoMy
X, = HoMy+ HAM;+---+ H,AM, pourn >1,

est une martingale par rapport a (F,,)o<n<N-

La suite (X,,) est parfois appelée transformée de la martingale (M,) par la suite
(H,). Une conséquence de cette proposition et de la Proposition 1.1.2 est que, dans
les modeles financiers ou les prix actualisés des actifs sont des martingales, toute
stratégie auto-financée conduit a une valeur finale actualisée égale, en moyenne a la
richesse initiale.
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Démonstration. 1l est clair que (X,,) est une suite adaptée. De plus, pour n > 0,
ona

E(Xn-H - Xn|fn)
= E(Hn-i-l(Mn-i-l - Mn)|]:n)
Hy 1 E(My11 — My|Fy,) car Hy, 41 est Fy,-mesurable
= 0.
D’ou
E(Xpt1|Fn) = E(Xn|Fn) = Xa,
ce qui prouve que (X,,) est une martingale. O

La proposition suivante donne une caractérisation des martingales qui nous sera utile
par la suite.

Proposition 1.2.4 Une suite adaptée de variables aléatoires réelles (M,,) est une
martingale si et seulement si pour toute suite prévisible (H,,), on a

N
E (Z HT,AMn> =0.

n=1

Démonstration. Si (M,,) est une martingale, il en est de méme, par la Proposi-
tion 1.2.3, de la suite (X, ) définie par Xy = Oet,pourn > 1, X,, = Z?Zl H;AM;,
pour toute suite prévisible (H,,). Onadonc E(X ) = E(X,) = 0. Réciproquement,
on remarque que si j € {1,..., N}, a tout événement A € F;, on peut associer la
suite prévisible (H,,) définie par H,, = 0 pour n # j + 1 et H; 41 = 14. Il est clair

que la suite (H,,) est prévisible et ’égalité E (25:1 HnAMn> = 0 donne
E(1a(Mjy1 = M;)) =0,

et par conséquent E(M;1|F;) = M;. ]

1.2.2 Marchés financiers viables

Nous revenons aux modeles de marchés discrets introduits dans la Section 1.1.

Définition 1.2.5 On dit que le marché est viable s’il n’existe pas de stratégie d’arbi-
trage.

Le théoréme suivant est appelé en anglais Fundamental Theorem of Asset Pri-
cing.

Théoreme 1.2.7 Le marché est viable si, et seulement si, il existe une probabilité P*
équivalente' a P sous laquelle les prix actualisés des actifs sont des martingales.

IRappelons que deux probabilités P1 et P> sont équivalentes si et seulement si, pour tout événement
A,onaP(A) =0 < Pa(A) = 0.Ici, P* équivalente a P signifie que, pour tout w € Q, P*({w}) > 0.
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Pour montrer que I’absence d’opportunité d’arbitrage implique 1’existence d’une
probabilité équivalente a [P sous laquelle les prix actualisés des actifs sont des mar-
tingales, nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 1.2.6 Si le marché est viable, pour tout processus prévisible ((;51, ey (;Sd) a
valeurs dans R%, on a

N

3 (qs;As} ot ¢>;?Asg) ¢T.

Jj=1
ou I" désigne I’ensemble des variables aléatoires X positives telles que
P(X > 0) > 0.

Démonstration. Au processus prévisible ¢ = (¢, ..., %), associons le processus

é(f) = (én(¢1» . ¢d))ogng]v défini par

n

Gal®) =Y (qﬁ}AS} Foet ¢?A§;l) .

Jj=1

Supposons que G ~(®) € T, et montrons qu’alors le marché n’est pas viable.

Remarquons que G (¢) est le processus des gains actualisés cumulés dans toute
stratégie auto-financée dont le portefeuille de date n contient les quantités d’ac-
tifs risqués @L....,, ¢2. D’aprés la Proposition 1.1.3, il existe un (unique) proces-

nse e

sus (¢)) tel que la stratégie ¢ = (6%, ¢) = ((¢9, ¢, ..., ¢%)) soit auto-financée

de valeur initiale nulle. On a alors G,,(¢) = V,,(¢) pour tout n, et si, pour tout

ne{l,...,N}, Gn(¢) > 0, la stratégie ¢ est admissible. Comme Gy (¢) € T, la
valeur finale de ¢ est non nulle, on a donc un arbitrage et le marché n’est pas viable.

Supposons maintenant que les variables aléatoires én(¢) ne soient pas toutes
positives et posons N

n* = max{n | P(G,(¢) <0) > 0}.

Onaalors n* < N —1let,pourn € {n*+1,...,N}, én@) > 0. Soit alors le
processus 1) = (¢!, ..., ¢?) défini par

i (w) = 0 sin <n*
&)= 14(w)eh(w) sin>n*,

pouri =1,...,d, avec A = {Gp-(¢) < 0}. Comme (¢!, ..., %) est prévisible et

A € F,~, le processus (¢!, ..., 1%) est aussi prévisible. De plus,

_ 0 sin <n*
Gn(g) = { 1A(én(¢) — C}’n* (¢)) sin>n*.
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On en déduit que én(@ > 0 pour tout n € {0,...,N} et Gy () > 0sur A. On

peut alors associer au processus ¢ une stratégie admissible 7/ de valeur initiale nulle
et de valeur finale non nulle et conclure que le marché n’est pas viable. O

Démonstration du Théoreme 1.2.7 : (a) Supposons qu’il existe une probabilité P*
équivalente a IP sous laquelle les prix actualisés des actifs sont des martingales. Alors,
pour toute stratégie auto-financée (¢,,), on a, d’aprés la Proposition 1.1.2,

Va(9) = Vo(9) + Y 6;.AS;.

Jj=1

On en déduit, grice 2 la proposition 1.2.3, que (V,,(4)) est une P*-martingale et,
donc, que

E* (Vi (9)) = E*(Vo(9)).
Si la stratégie est admissible et de valeur initiale nulle, on obtient E*(Vy(¢)) = 0,
avec Vi (¢) > 0. D’ou Viy(¢p) = 0, puisque P*({w}) > 0, pour tout w € €.
(b) Supposons maintenant le marché viable et notons V I’ensemble des variables
aléatoires de la forme

] =

Gn(g) = (qb;AS*; ot ¢§AS‘§) ,

j=1

ott ¢ = (¢', ..., ¢?) est un processus prévisible a valeurs dans R?. Il est clair que V
est un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel R*? de toutes les variables aléatoires
réelles.

D’apres le Lemme 1.2.6, les ensembles V et I' ont une intersection vide et si on
pose

K={Xel|> Xw)=1}

L’ensemble K est un convexe compact de Reet,comme K c T,ona KNV = (.11
résulte alors du Théoreme de séparation des convexes (voir I’appendice), qu’il existe
un vecteur (A\(w))weq tel que

1. Pourtout X € K, Z)\(w)X(w) > 0.

2. Pour tout processus prévisible ¢ a valeurs dans R4,
Z )\(w)éN(@(w) =0.

De la premiére propriété, on déduit que A(w) > 0 pour tout w € €, de sorte que la
probabilité [P* définie par

Aw)

HR i S



