Chapitre 1

Mesurabilité et intégration

Introduction : définition générale des processus stochastiques

Etant donné :
1. (Q, F, P) un espace de probabilité.
2. (E, B) un espace mesurable appelé espace d’états :
- E={0,1,...n}, N, Z, R, R¢, C...
— B tribu borélienne de F.
3. T un ensemble de temps : T = N ou R+.

On appelle processus stochastique (ou fonction aléatoire) une application X de T' x 2
dans E, telle que pour tout ¢ € T, I'application w — X (t,w) = X;(w) est une variable
aléatoire, c’est-a-dire est mesurable de (Q, F) dans (E, B).

On se propose dans ce chapitre de rappeler les notions d’espace de probabilité, d’ap-
plications mesurables et d’introduire leurs intégrales.

1.1 Espace de probabilité

1.1.1 Définition : espace de probabilité

Un espace de probabilité est un triplet (Q, F, P) ou :
— ) est un ensemble non vide,

— F est une tribu de parties de €2,

— [P est une probabilité sur F.

Dans une expérience aléatoire, I’ensemble €2 est ’ensemble des résultats ou réalisations
possibles de cette expérience.

Ezxemple : dans une suite de n parties de pile ou face, 'ensemble 2 est I’ensemble de
toutes les suites possibles de résultats des n parties.
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Si on code pile par 0 (perdue) et face par 1 (gagnée) une réalisation w est un n-uplet
sur {0, 1} soit w = (21, z2,...,2y) avec x; = 0 ou 1, donc Q@ = {0,1}".

Un événement est un ensemble de réalisations, donc un sous-ensemble de ().

Ezxemple : soit X; le résultat de la i-iéme partie de pile ou face, pour

w= (21, xa,...,2,) on a X;(w) = x; les sous-ensembles A et B de 2 définis par :

- A={we| Xi(w) =0et Xa(w) =0}

- B={weQ| X1(w)=1o0u Xs(w) =1}

qui signifient respectivement : « les deux premieres parties sont perdues » et « I'une
des deux premiéres parties est gagnée » sont des événements.

Remarquons que B est I’événement complémentaire de A dans (.

Une tribu F sur  est un ensemble d’événements pouvant se produire au cours d’une
expérience aléatoire.

Une tribu F sur © est donc un sous-ensemble de 'ensemble Pq de tous les sous-
ensembles de ) (appelé aussi ensemble des parties de Q).

1.1.2 Définition : tribu
Un ensemble F de parties d’un ensemble non vide 2 est une tribu sur € si :

1. D e F,
2. Ae F = A° € F,
3. Vn, A, e F = UA" € F (union dénombrable).

Remarquons que (1) et (2) impliquent 2 € F et que (2) et (3) impliquent :

Vn, A, € F=()An€F

Une tribu F est un ensemble d’événements pouvant étre défini a ’aide des réalisations
d’une expérience aléatoire. Elle doit :

1. Contenir I’ensemble vide : c’est I’événement qui n’arrive jamais.
2. Contenir ’ensemble  lui-méme : c’est ’événement qui arrive toujours.
3. Etre stable par les opérations ensemblistes :

(a) Le complémentaire d'un événement A est I’événement A€ qui est réalisé
lorsque A ne l'est pas.

(b) L’union de deux événements A et B est 'événement A|J B qui est réalisé
lorsque I'un ou l'autre des événements est réalisé (ou les deux).

(¢) L’intersection de deux événements A et B est ’événement A () B qui est
réalisé lorsque les deux événements sont réalisés.
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Si Q est un ensemble quelconque de réalisations, F = {{), Q} est la plus petite tribu
sur 2, la plus grande est ’ensemble Pq des sous ensembles de (.

Dans une expérience aléatoire il est souvent utile de définir des sous-tribus de la
tribu F de tous les événements possibles pour caractériser des classes particulieres
d’événements.

Ezemple : soit = {0, 1}™ I'ensemble des réalisations d’une suite de n parties de pile
ou face, et F = Pq la tribu de tous les événements possibles.

Notons Fj la tribu des événements que l'on peut définir uniquement a ’aide des
résultats des k premieres parties.

Si X; est le résultat de la i-iéme parties, notons [X; = x] ’ensemble des suites de
parties ot la i-eme partie est perdue ou gagnée selon que x =0 ouz =1, 0n a:

[Xi=2] ={we Q| X;(w) =z}
De méme [X; =z;, X; = zj] = {w € Q| X;(w) = x; et X;(w) = x;}.
Avec ces notations :

- fl :{®7 Qv [XlzoL [Xl :1]}7
— F3 est constituée du vide () et des unions d’événements « atomiques » :

[(X1=0, Xo=0], [X1 =0, Xa=1], [X1 =1, Xo=0], [X1 =1, X5 = 1]
Ainsiona [X;=01=[X1 =0, Xo =0 J [X1 =0, X5 =1].

Les tribus Fj qui forment une suite croissante de sous-tribus de F constituent une
filtration sur (Q, F).

1.1.3 Proposition : toute intersection de tribus est une tribu

Démonstration

Soit (F;)ier une famille de tribus sur {2, montrons que m F; est une tribu.
iel
LVi,0eF = 0e(\F
i

2. Ac(\Fi = Vi, Ae Fi = Vi, A€ Fi — A€\
3. Vn, Aneﬂﬂ — Vn, Vi, A, € F; :>Vz',UAne]-"i = UAneﬂ]-"i

1.1.4 Définition : tribu engendrée

1. Si I est un ensemble de sous-ensembles de €2, on appelle tribu engendrée par T’
et on note o(I") la plus petite tribu (au sens de l'inclusion des ensembles) sur 2
contenant I'.
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2. Si E est un espace topologique, on appelle tribu borélienne ou tribu de Borel de
E et on note B(E) la tribu sur E engendrée par les ouverts.
La tribu borélienne B(R) de R est aussi engendrée par les intervalles.

Remarque : puisque toute intersection de tribus est une tribu, il existe toujours une
plus petite tribu (au sens de l'inclusion) contenant I' : ¢’est 'intersection de toutes
les tribus sur 2 qui contiennent I'.

Ezemple : soit A un sous ensemble de Q, la tribu F = 0(A) engendrée par A est :
F=A{0, A, A°, Q}
Plus généralement, si (A;);=1,...» est une partition finie de Q, la tribu
F=0(4;]i=1,...,n)

engendrée par cette partition est appelée tribu atomique. Elle est constituée de () et
des unions finies d’ensembles A;.

1.1.5 Définition : probabilité

Une probabilité sur une tribu F est une application P de F dans [0, 1] telle que :
1. P(0) =0,
2. P(Q) =1,
3.VneN, VA, e F,Vi#jeN, AiNA;=0=P(U,4,) =, P(4,).

La probabilité d’une union dénombrable d’événements disjoints est la somme de leurs
probabilités.

Remarque : plus généralement une mesure positive sur une tribu F est une application
w de F dans [0, oco] vérifiant (1) et (3).
Une mesure 4 est dite o-finie, s’il existe une partition (A,,) de Q telle que :

Vi, A, € F et u(A,) < 400

1.1.6 Proposition : regles du calcul des probabilités
1. P(A9) = 1 — P(A)
2. P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)
3. P <U A,») =3 P4,)-Y P (AiﬂAj) + P(AiﬂAjﬂAk>
i=1 i i<j i<j<k

4+ (=D)IP (ﬂ Ai> (Formule de Poincaré)
i=1
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Démonstration

1. L’axiome (3) implique en particulier :
P(AUB) =P(A) +P(B) lorsque ANB =0 (3

En prenant B = A° dans (3’), on obtient P(A) + P(A°) = P(Q2) = 1.
2.0naA=(A-B)U(ANB) ot A— B et AN B sont disjoints donc :

P(A)=P(A-B)+P(ANDB) et P(A— B)=P(A) —P(AN B)
De méme AUB = (A — B)|JB ot A— B et B sont disjoints, donc :

P(AU B) = P(A — B) + P(B)
= P(A) + P(B) — P(AN B)

3. Par récurrence.

1.1.7 Définition : événements indépendants

On dit que les événements d’une famille finie (A4;);=1,, sont indépendants si :

On dit qu'une famille quelconque d’événements est indépendante si toute sous famille
finie est constituée d’événements indépendants.

Ezemple : pour une suite de n parties de pile ou face, & piece non truquée, c’est
adire P(X; =0) =PX; =1) = % et en supposant les parties indépendantes, si
w=(x1,...,Tp),0na:

P{w}) =P(X) =21,...,Xp =x,) = H]P’(XZ =) = 2%
i=1
Pour A € F, on a donc :
w€EA wEA

On retrouve sur cet exemple un résultat classique : si les réalisations en nombre fini
d’une expérience aléatoire sont équiprobables, la probabilité d’un événement est égale
au nombre de cas (ou réalisations) « favorables » sur le nombre de cas possibles.

1.1.8 Définition : probabilité conditionnée

Si B est un événement non négligeable, c’est-a~dire P(B) # 0, on appelle probabilité
conditionnée par B, et on note P(.| B) la probabilité sur F définie par :

P(ANB)

VA€ F, P(A|B) = 5]
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1.1.9 Exercice : bal masqué

Soit n couples mariés, masqués et costumés, dans une salle de bal.

1. Quelle est la probabilité de I’événement A = « chaque danseur danse avec sa
femme » ?

2. Quelle est la probabilité de I’événement B = « aucun danseur ne danse avec sa
femme » ?
On notera A; I’événement « le danseur ¢ danse avec sa femme ».

3. Montrer que la probabilité de B tend vers e~! lorsque n — +o0.

1.1.10 Exercice : lemme de Borel-Cantelli

Rappelons que si (A4,,) est une suite d’événements, on pose :

Hmnsup A, = ﬂ U A, et lirrhinf A, = U ﬂ A,

N n>N N n>N

limsup A,, est 'ensemble des w tels que w € A,, pour une infinité d’entiers n.

n
liminf A,, est ’ensemble des w tels que w € A,, sauf pour un nombre fini d’entiers n.
n

Montrer que :

1. Pour toutes suites d’événements (A,,), on a :

ZIP’(An) < 400 = P(limsup 4,) =0

2. Pour toutes suites d’événements indépendants (A, ), on a :

ZIE”(AH) =400 = P(limsup 4,,) =1

1.2 Applications mesurables

1.2.1 Définition : applications mesurables

1. Un espace mesurable est un couple (E, B) constitué d’un ensemble E non vide,
et d’une tribu B sur E.

2. Une application X d’un espace mesurable (€2, ) dans un espace mesurable
(E, B) est mesurable si X ~1(B) C F, ou encore :

VBeB, X '(B)={weQ|X(w)eB}y=[XecBcF

3. Dans le cas particulier ou F = R et B est la tribu borélienne de R, on dit que
X est F-mesurable pour exprimer que X est mesurable de (2, F) dans (R, B).
On note mF I’ensemble des applications F-mesurables. On montre que mF est
une algébre.
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FEzemple : fonction étagée

On appelle fonction étagée sur €2 une combinaison linéaire finie d’indicatrices de sous
ensemble A; de (2.
Une application X étagée sur €2 est donc de la forme :

n
= Z T 1Ai (w)
i=1

ol x; est un réel et 14,(w) vaut 1 si w € A; et 0 sinon.

Si pour tout i ’ensemble A; appartient a une tribu F de € alors on dit que X est
étagée sur F.
1.2.2 Proposition : fonction étagée et mesurabilité

Si X est étagée sur F alors X est F-mesurable. Réciproquement, si X est F-mesurable
et si F est atomique alors X est étagée sur F.

Démonstration
Si Vi, A; € F, alors pour tout borélien B € B :

X YB)= U {4; | ; € B} € F (car l'union est finie)

X est donc F-mesurable.

Réciproquement, montrons que si F = o(4;|i =1,...,n) et si X est F-mesurable,
alors pour tout 7, X est constante sur A;.

Par ’absurde, supposons qu’il existe wy, ws € A; tels que :

X(w1) =21 et X(we) = xg avec x1 # o
Posons X ~!(z1) = A, on a A € F, donc A est de la forme A = U A;.
On a X(wy) =1, donc wy € A, or wy € A4; donc ¢ € J. <
Mais on a aussi X (ws) = xo, donc wy ¢ A, or we € A; donc i ¢ J!

1.2.3 Proposition : critére de mesurabilité de (2, F) dans (F, B)

Soit X une application de (2, F) dans (E, B) et T' C B, telle que o(T") = B.
X est mesurable de (€2, F) dans (E, B) si et seulement si :

X r)cF

Démonstration
1l faut montrer que X 1(I') C F = X 1(B) C

Posons IV = {A € B| X 1(A) € o[ X 1(T)]},ona ' C B
On va montrer d’abord (1) que X ~}(I) C F, puis (2) que I = B.
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1. X }T) C F=o[X }T')] C F (puisque F est une tribu).
Il en résulte :

AcT' = X HA) o[ X HT))

=X1YA)eF
donc X~1(I") C F.
2. On a :

AcT = X1A)ex ()
= X1A) e o[ X HD)]
=Aecl’

donc I" C IT".

Or I' est une tribu, donc ' C TV = ¢(T') C IV
Par hypotheése o(I') = B, donc o(I') CIVC B=1"=8

3. Vérifions que I est une tribu :
(a) O €T’ car O € o[ X H(T)].
(b) AeI’ = A° € I' puisque :

X7 (A) € o[ XTI D)) = X7H(A) = (X7(A))° € o[ X7H(D)]

(c) 4, €T’ = UA" € I puisque :

Vn, X Y(A,) € o[ X)) = X (U An> =JX'(4n) e o[x ()]

1.2.4 Proposition : critére de mesurabilité de ({2, F) dans R
Si X est une application de (2, F) dans R, X est F-mesurable si et seulement si :
VaeR, X Y] —o00,a)=[X<daeF

Démonstration
La condition est évidemment nécessaire puisque | — 0o, a] est un borélien de R.

Inversement, pour montrer qu’une application X est mesurable de (2, F) dans (R, B(R)),
c’est-a-dire pour montrer que X ~1(B(R)) C F, il suffit (proposition 1.2.3) de montrer
que :

X' CcF

pour une partie génératrice I' de B(R). Or, les intervalles | — 0o, a] engendrent la
tribu borélienne de R. La condition

VaeR, X Y] —o0, a]) € F

est donc bien une condition suffisante pour que X soit F-mesurable.



