Chapitre 1

Suites

L’objet de ce chapitre n’a pas d’autre ambition que d’introduire quelques
rappels élémentaires utiles & la manipulation des séries.

I Suites numériques
1 Définition
Une suite numérique est une image d’une application
g:N — RouC
n = g(n)
L’ensemble N peut étre remplacé par E avec £ C N; ’ensemble N peut méme

étre remplacé par Z ou une partie de Z. &

Notation. On pose
up = g(n)
que l'on appelle terme général de la suite et on parle de la suite (uy)nen ou,
simplement, (u,) oW wg, Ug, -, Up, -

En pratique. Une suite numérique peut étre définie par
e la donnée des u; s’ils sont en nombre fini ou
e la donnée du terme général u,, ou
e une relation de récurrence & deux termes

Up = fZ(Un—l)

avec la donnée d’un terme (en général le premier) ou une relation de récurrence
a trois termes

Up, = f3(Up—1,Un—2)
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avec la donnée de deux termes (en général les deux premiers) ou fo et f3 sont
deux fonctions données.

Exemple 1. L’énumération 1,2, ---,100 définit la suite des cent premiers
entiers positifs.

Exemple 2. La suite (%) dite suite harmonique, a pour terme général

neN*?

Up = —
n

Ici Papplication correspondante est g : N* — R :n — g(n) = % On peut aussi
définir cette suite numérique par I’énumération 1, %, cee %, e
Exemple 3. La relation de récurrence
Up = (n+ Dup—1, wug=1

définit une suite (uy)pen. L'élément ug est donné; on en déduit u; = 2up = 2,
puis ug = 3u; = 6, etc.

Exemple 4. La relation de récurrence
Up = Up—1 + Up—2, u1 =0, uy=1

définit une suite (uy)pen+, dite suite de Fibonacci. On a évidemment ug =
ug +u; =1, puis uqg = usg + ug = 2, etc.

NB 1. Dans le cas d’une suite définie par une relation de récurrence on
parle de suite récurrente.

NB 2. De fagon générale, la suite est dite finie (respectivement, infinie) si
elle a un nombre fini (respectivement, infini) de termes.

2 Convergence d’une suite infinie
a Définition

On dit que la suite numérique (u,) est convergente et converge vers u si
Uy — u lorsque n — 0o. Autrement dit

lim (u, —u) =0
n—oo
ce que 'on peut traduire par
Ve >03dn(e) e N|Vn>n(e): |u, —ul <e

et lon écrit u = lim,_ o u,. Une suite qui n’est pas convergente est dite
divergente. &
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b Unicité

La limite u si elle existe est unique. <
Démonstration (ab absurdo). On suppose que la suite (uy,) converge vers £;
et /5. On a alors
h—tly=¥1 —uy, +u, — ¥ = lim (61—62) = lim (ﬁl —un—i—un—fg)
n—o0 n—o0

Donc

0y —ly = nl;ngo(él —up) + T}L%O(un —l3)

Dot /1 —f5 =0+ 0 =0 et finalement ¢; = /5.

c Propriétés

Soit deux suites convergentes (uy,) et (vy,) de limites u et v, respectivement.
Alors, on a les propriétés suivantes.

P1. Pour tout A dans C, la suite (Au,) converge vers A\u et la suite (Avy,)
vers Av. <

P2. La suite (u, + v,,) converge vers u + v. <

P3. La suite (u,vy) converge vers uv. <

P4. La suite (3*) converge vers 7 si v # 0.

d Suite de Cauchy

Par définition, une suite (uy,) est dite de Cauchy si

prcngroa 2~ M) =0

(p et g tendent vers I'infini indépendamment 1'un de l'autre) soit encore
Ve >0 dn(e) e N|Vp >n(e) Vg >n(e) : Jup —uq| <e

en termes de n et de e. &

e Théoréme (Cauchy)

Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une suite numérique soit
convergente est qu’elle soit de Cauchy. &

Démonstration (partielle). La condition est nécessaire. En effet, si la suite
(uyn) converge vers u, on a

Up — Ug = Up — U+ U — Ug



4 CHAPITRE 1. SUITES

et donc en faisant p — oo et ¢ — oo indépendamment 'un de 'autre

p_}oloigl_mo(up —Uug) = E}Ilélo(up —u) + qli_glo(u —uq) =04+0=0

si bien que la suite (up) est de Cauchy. On admettra que la condition est
suffisante c’est-a-dire que toute suite de Cauchy est convergente.

L’intérét de ce théoréme réside dans le fait que pour s’assurer qu’une suite
est convergente il suffit de vérifier qu’elle est une suite de Cauchy (sans qu’il
soit besoin de déterminer la limite de la suite).

3 Suites monotones et suites bornées

On considére ici le cas de suites dans R avec g : E — R :n — g(n) = u,
ol F est N ou une partie de N.

a Définitions
- Une suite (uy)nep est dite monotone croissante si
Vn € E:Upy1 > Uy
Elle est dite monotone décroissante si
Vn e E:upr < up

- Une suite (up)ner est dite majorée si il existe M € R (M = majorant)
tel que
VneFE :u, <M

Elle est dite minorée si il existe m € R (m = minorant) tel que
VneFE:u,>m

- Une suite majorée et minorée est dite bornée. <

b Théoréme

Toute suite croissante et majorée est convergente. Toute suite décroissante
et minorée est convergente. <&
4 Cas des suites récurrentes

Dans le cas d’une suite récurrente (u,,) définie par une relation de récurrence
a deux termes u, = fo(un—1), la limite u, si elle existe, s’obtient a partir de

u= fo(u)

qui fournit une équation permettant de calculer u. Lorsque ’on a obtenu u de
cette fagon, il faut s’assurer que la suite (u,) converge.



II. SUITES DE FONCTIONS 5
II Suites de fonctions
1 Définition

Soit F' I'’ensemble des fonctions d’une variable réelle & valeurs réelles ou
complexes. On appelle suite de fonctions (fp)nen l'image d’une application
N> F:n— fpou fp: D —>RouC:t— f,(t) avec D C R (le domaine
D est R ou un intervalle dans R). L’ensemble N peut étre remplacé par une
partie (finie ou pas) E de N. &

En pratique. On parle de la suite de fonctions

(fr)nen ou (frn) ou fo, f1,-+ s fn, -+

a laquelle est associée la suite numérique

(fa()nen 0w (fu(t)) ou fo(t), f1(t), -, fult), -

(il y a une suite numérique pour chaque valeur de t).

2 Convergence simple

Définition. On dit que la suite de fonctions (f,,) converge simplement vers
la fonction f si pour tout ¢ € D la suite numeérique (f,(t)) converge vers f(t)
c¢’est-a-dire si

Vte D: lim f,(t)=f(t) & f= lim f,
n—oo n—oo
Autrement dit, on a
Ve >0 Vte D In(e,t) e N|Vn>n(et): |fult)— ft)] <e

ou 7 dépend de € et de t. &

3 Convergence uniforme
a Deéfinition

On dit que la suite de fonctions (f,,) converge uniformément vers la fonction
f sin(e, t) = n(e), c’est-a~dire que 'entier n(e) ne dépend pas de t. &
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b Critére de convergence uniforme

La convergence est uniforme sur D si

sup |fn(t) — f()] < e

teD

des que n > n(e), soit encore si

lim sup | fn(t) — ()] =0
cette derniére relation constituant un critére trés utile. <
La signification de la convergence uniforme s’obtient en traduisant graphi-
quement la relation

Vte D: f(t)—e < fu(t) < f(t)+e désque n >n(e)

(considérer les graphes de f et f, en fonction de t).
Il est clair que la convergence uniforme entraine la convergence simple.

4 Propriétés des suites uniformément convergentes

Les suites de fonctions uniformément convergentes ont des propriétés re-
marquables. On donne ci-aprés trois propriétés (P1 a P3) et trois corollaires
(C1 a C3) sans démonstration.

a Propriétés

P1 (continuité). Si (fy,) est une suite de fonctions continues sur D qui
converge uniformément sur D vers la fonction f, alors f est continue sur D. &

P2 (intégration). Si (f,,) est une suite de fonctions continues sur D fini
(D = [a,b]) qui converge uniformément sur D vers la fonction f, alors

b b b
Tim nMﬁz/g%nwwa/ﬂWt

(on peut intervertir les signes [ et lim). <
P3 (dérivation). Si (f,) est une suite de fonctions continues et dérivables
sur D fini qui converge uniformément sur D vers la fonction f et si (% fn) est
une suite de fonctions continues sur D qui converge uniformément sur D vers
la fonction g, alors on a
df

N d ..
g = G T 9=

et on peut donc intervertir les signes lim, . et %. &
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b Corollaires

C1. Si une suite de fonctions continues converge vers une fonction qui n’est
pas continue, alors la convergence est simple. &
C2. Si (sous des hypothéses évidentes)

lim fn dt#/ lim_f(t)dt = /f

n—0o0

alors la convergence de (f,) vers f est simple. &
C3. Si (sous des hypothéses évidentes)

fn:%

ffn % 7

n% dt dt n%

alors la convergence de (f,) vers f est simple. &

IIT Exercices

Exercice 1

On considére la suite finie 1,2, ---,100. Calculer la somme des termes de
cette suite. Plus généralement, montrer que la somme Sy des termes de la
suite finie 1,2,---, N avec N € N* est donnée par

1

Solution

Il suffit d’écrire Sy =1+2+---+Net Sy =N+---+2+1 d’oi 'on tire
2S5y = N(N +1) en ajoutant terme a terme les deux relations. Pour N = 100,
on obtient S1g9 = 5050.

Exercice 2
La suite ((—1)"),cy est-elle convergente ?

Solution
La suite est divergente car lim,_,,, = +1 ou —1 suivant que n est pair ou
impair.
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Exercice 3
La suite (up)nen de terme général

n—1
n+1

Up =

est-elle convergente ?

Solution

Pour n suffisamment grand, le numérateur et le dénominateur de u, se
comportent comme n de sorte que u, — 1 pour n — oo. Il en résulte que la
suite converge vers 1.

Exercice 4

La suite (up)nen+ de terme général

. 1
U, = tan n—i—ﬁ

est-elle convergente 7

Solution

Il suffit d’appliquer la définition de la fonction tan~! (ou arc tangente)
pour montrer que la suite converge vers g En effet, tanwu, = n+ % — 00 pour
n — oo de sorte que u, — 5 pour n — oo.

Exercice 5

On consideére la suite numérique (uy,)pen+ de terme général

()
Up =nsin [ —
n

Déterminer la limite de cette suite.

Solution
Il suffit de poser x = % qui tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini. On a
donc u, = ** — 1 pour x — 0 de sorte que la limite de la suite est 1.

Exercice 6

Montrer que la suite ( dite suite harmonique, est convergente.

1
ﬁ)nEN* ’
Solution

Il est clair que la suite converge vers 0 car % — 0 pour n — o0.



