Chapitre 1 ’

Etude de fonctions



Etude de fonctions

I. Réels et intervalles

L’ensemble des réels

Lensemble des réels, noté R, est 'ensemble des nombres qu'’il est possible de
placer sur un axe gradué (appelé droite des réels).
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Les ensembles de nombres sont inclus les uns dans les autres de la fagon suivante :
« Lensemble N des entiers naturels est inclus dans Z .
« Lensemble 7Z des entiers relatifs est inclus dans D).
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* Lensemble D) des nombres décimaux est inclus dans Q .

Lensemble Q@ des nombres rationnels est inclus dans R .

Les ensembles N, Z, ), Q sont donc inclus dans R .

m Les intervalles de réels

Soient deux réels a et b telsque a<b.
On appelle intervalle de réels une partie (continue) de la droite des réels :
. appartient a l'intervalle |g; b] signifie que a < x<b.

appartient a l'intervalle %a; b[ signifie que a<x<b.
appartient a l'intervalle ]a; b] signifie que a < x <b.
appartient & l'intervalle [a;b] signifie que a <x <b.
appartient a l'intervalle [a;+oo[ signifie que a < x .
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* x appartient a l'intervalle ]a;-+oo[ signifie que a < x .
* x appartient a I'intervalle ]—oo;a] signifie que x<a.
* x appartient a l'intervalle ]—o;q[ signifie que x<a.

m Exemple
Si 3<x <4, alors on peut écrire x €]3;4].
Si x <8, alors on peut écrire x €] —;§[ .

e +oo selit: « plus I'infini ».
* —owselit : « moins l'infini ».
* Une borne infinie d’'intervalle implique toujours un crochet ouvert.

Pour représenter un intervalle sur la droite des réels, on marque :
* Un crochet fermé si la borne est incluse dans 'intervalle.
e Un crochet ouvert si la borne est exclue de I'intervalle.

m Exemple
On représente ci-dessous l'intervalle [q; 8] :
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Les fonctions numériques

Principe

On appelle fonction numérique, ou simplement fonction, un procédé qui associe,
a tout réel x d’une partie £de R , un unique réel y. On note :

fx)=y

Si'on connait I'expression de la fonction f, on peut exprimer f(x) en fonction
de la variable x.

m Exemple
La fonction f'définie pour tout réel x par f(x)=2x +1, associe a la variable x la
valeur y =2x+1.
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Etude de fonctions

E’ Images et antécédents

On appelle image de x par f le réel y qui vérifie :
fx)=y
m Exemple
L'image de 5 parla fonction f définie pour tout réel xpar f(x)=2x+1 estégalea:
f(5)=2x5+1=11

Si elle existe, 'image de x par fest unique.

On appelle antécédent(s) de y par f le(s) réel(s) x qui vérifie(nt) :
fx)=y
m Exemple
11 est I'image de 5 par f, définie par f(x)=2x+1, donc 5 est un antécédent de

11 par f.
Un réel peut admettre zéro, un ou plusieurs antécédents par f.

m Exemple

Soit f 1a fonction définie pour tout réel x par f(x) = x?.

4 étant a la fois I'image de 2 et de -2 par f; 4 admet deux antécédents par f.
La fonction fétant a valeurs positives, —5 n'a pas d’antécédents par f.

Etudes de fonctions

Domaine de définition

On appelle ensemble ou domaine de définition de la fonction f, noté p s I'ensemble
des réels qui ont une image par f.

m Exemple
La fonction f(x)=5x? est définie pour tout réel x. On note D, =R.



Cowrs

On appelle valeur interdite un réel dont on ne peut calculer I'image par f.

m Exemple

On ne peut pas calculer 'image de -1 par la fonction f(x) = Jx caronne peut pas
calculer la racine carrée d’'un nombre négatif. Donc —1 est une valeur interdite
pour cette fonction.

Soit f(x) = %

Sachant qu’on ne peut pas diviser par 0, 0 n’a pas d’'image par f.
Le réel O est ainsi une valeur interdite de la fonction f.

Si le réel a est la seule valeur interdite de la fonction f; on exclut la valeur a du
domaine de définition en écrivant: D, =R \{a} ou Dy =R —{a}.

Dans le cas ou fn'est pas définie en 0, on écrit communément : D, = R*
(lire « R étoile »).

La courbe représentative

La courbe représentative ¢ d’une fonction fdans un repere du plan est 'ensemble
des points de coordonnées (x; f(x)), pour tous les réels x du domaine de défi-
nition de f.
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Etude de fonctions

» Limage de x par fest 'ordonnée du point de G d’abscisse x.
» Les antécédents de y par fsont les abscisses des points de Cf d’ordonnée y.

2
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m Exemple
* Limage de 4,5 est 1.
¢ Les antécédents de 3 sont -5 et 6.

Le sens et le tableau de variations

Une fonction fest croissante sur un intervalle 7 si et seulement si elle est définie
sur J, et pour tous réels xet y de I'tels que x<y:

f)=<f()

- Allure de la courbe représentative d'une fonction croissante
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Une fonction fest décroissante sur un intervalle /si et seulement si elle est définie
sur /, et pour tous réels xet yde I tels que x< y:

f(x)= ()

il

fx) g----1---3 ‘
O ——

- Allure de la courbe représentative d'une fonction décroissante

Une fonction fest strictement croissante sur un intervalle /si et seulement si elle
est définie sur /, et pour tous réels xet yde /telsque x <y:

f(x)<f(y)

Toute fonction strictement croissante sur un intervalle / est également crois-

sante sur 1.

Une fonction fest strictement décroissante sur un intervalle 7 si et seulement si
elle est définie sur 7/, et pour tous réels xet yde /telsque x <y:

f(x)>1(y)

Toute fonction strictement décroissante sur un intervalle 7 est également

décroissante sur I.
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Etude de fonctions

Une fonction fest constante sur un intervalle I si et seulement si elle est définie
sur [ et s’il existe un réel a tel que, pour tout réel xde I :

flx)=a
m Exemple

1
Onrepreésente ci-apres la fonction constante définie par f(x) = E pour tout réel x:

- Allure de la courbe représentative d’'une fonction constante

On peut résumer les variations de la fonction fa l'aide d’un tableau de variations :

» Une fleche montante signifie que la fonction est croissante sur cet intervalle.

» Une fleche descendante signifie que la fonction est décroissante sur cet
intervalle.

* Une double barre signifie que le réel correspond a une valeur interdite.
* On note enfin les valeurs de la fonction aux réels ou elle change de sens de

variation.
m Exemple
X =3 —1,6 2 +00
5
f \ / \
0

Le tableau de variations de la fonction fci-dessus permet d’en déduire que :
* fest décroissante sur l'intervalle [-3;-1,5] ;

» fest croissante sur l'intervalle [-1,5;2[ ;

* fest décroissante sur l'intervalle ]2;+oo[ ;

f(=3)=5

f(-15)=0

2 est une valeur interdite.
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