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��� �������� 	 
���������� �� �������� �� �������

���� X �� ����	
��� ������ ����� �������� ��� ������������� ����������

f �� X ���� P(X)� �� ���������� ������	
�� A = {x ∈ X ; x /∈ f(x)}�

���� f ��� ����������� �� X ���� P(X)� ����������� �� ���������	
��

A �� X ����� ��� A = {x ∈ X ; x /∈ f(x)}�

��������� ��� ���
����� ����� ������ a ∈ X ��� ��� A = f(a)�
• �� a ∈ A� ����� ��� ������������ �� A� a /∈ f(a)� �� ��� ����� ��� �����
��
��� A = f(a)�
• �� a /∈ A� ����� ��		� A = f(a)� a ∈ A �� �� � ������ ��� ����������

�����

�� ����	�� �� �������� ��� �� a ∈ X ��� ��� A = f(a)� �� ������ ����

�� ���	��� �� P(X) ��� ����� ��� ���� ���	� � �� f � �� ��! � ���� ���

������������� ���������� �� X ���� P(X)�
�� ������	� ��� 
���� ���� �� �� �� ������� �� �	�����

�������� ��	

��� �������� 	 ��������� �� 
���� ����

���� X �� ����	
�� �� f ��� ����������� �� P(X) ���� P(X)� ����������
���� ������������ ������ ��� f ��	�� �� ����� ���� ������"����� �����

������ Y ������ �� X ����� ��� f(Y ) = Y � �� ������ ���������� ���

������� Z �� X ������ ��� Z ⊂ f(Z)�

���� H = {Z ⊂ X ; Z ⊂ f(Z)}� #�� ���	���� ∅ ∈ H�

����������� ������	
�� Y � ����� ��� ���	���� �� H �� 	�������

��� f(Y ) = Y �

� �� � Y = ∪Z∈HZ� ���� f(Y ) =
⋃
Z∈H

f(Z)� #�� ����������� f(Y ) ⊃ Y

������� ���� ���� Z ∈ H� f(Z) ⊃ Z�

� �� ������� �� �������� ��������� ��� f2(Y ) ⊃ f(Y )� $��� f(Y ) ∈ H ���

��� ��������� �� Y � �� � ��� Y ⊃ f(Y )� %�����	���� f(Y ) = Y �

&
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���� �� p������� ��������
� ������
����

���������� 	� �
���� �� p	����� (xi)
p
i=1 ��		�� ��� �

1 ≤ x1 < x2 < · · · < xp ≤ n.

�
�� ����
��� 
� �

(
n
p

)
��
�� �
����	�� �� p �	������ ��������� �����

	�� n �
����	���

�������� �	 ���� 	��� ���
��� �� ��������� ���� �	 ��� � ������ ���	�

�
�����	��� �� 	�� 
��
���� �� ������ �
�� ��
���� 
� � 	��� ��	���  
�

����		� x1 	� �	�� ������ ����!�

"� �
���� �� p	����� (xi)
p
i=1 ����#��� 1 ≤ x1 < x2 < · · · < xp ≤ n ���

(
n
p

)
.
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$� %��	 ��� 	� �
���� �����	�����
�� �� �1;n� ���� �1; k� &

'� %��	 ��� 	� �
���� �����	�����
�� ��(������� �� �1;n� ���� �1; k� &

)� %��	 ��� 	� �
���� �����	�����
�� ����������� ��
�������� �� �1;n�
���� �1; k� &

*� +� k > n� �
����� � ���	 �����	�����
�� ���(������� �� �1;n� ����

�1; k� &

$� ,� �� � kn ��� �
�� �
�� �	����� �� 	�������	� �� ������ 
� � k
��
�� ���������

'� -
�� 	������ �� 1 �	 � � k ��
�� �
����	�� ��� ��� ���	�����
� f .

��	���� ���� �1; k� �

/
��� ����� ���	�����
� �
�� 0��� ��(������� ��	� �� 	�����

��� k − 1 ��	���� �
�� 	������ �� '  
� �
�� ��
�� f(1) �= f(2)! ��

����� �� ����� (�����. k − n+ 1 ��	���� �
�� n�

1
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�� �� ������ 	��
������ �� �� f ��� 
� k − n+ 1 ≥ 1 	��
�������� k ≥ n
�� ���
 �� �� 	�
 �� ������� �

k(k − 1) · · · (k − n+ 1) = Ak
n ��

������
.

�� � � �� �

(
k
n

)
	�� �� ���� ������ ��
 n��
��
 (xi)

n
i=1 ��������

1 ≤ x1 < · · · < xn ≤ p ��� �� ����
� �����	�	� ���	����� �

!� �� ���� ��� ���� ������ �� �1; k� ��� �� ����
 �� ����	����� ���

�1;n�" 	� ��� 
��
������� ��� n ≥ k�
#���� k > n" �� 	��	�� ���� ��� �� � ��	����

�������� ��	

��� �������� 	 
���� ��� ������� ����
�� ������� ����
�� ��

������� �� ��������������

$��� E �� E′ ���� ��
����
 �� f : E −→ E′ ��� ����	������

%� &������ ��� � ∀A ∈ P(E), A ⊂ f−1(f(A))�

'� (����� ��� �

f �
� ��)�	����⇐⇒ ∀A ∈ P(E), f−1(f(A)) = A.

%� $��� x ∈ A * �� � ���
 f(x) ∈ f(A) �� ���	 x ∈ f−1(f(A))�

'� (=⇒) +����,
 � ���
���� %�" � 
�-� �� ������� ���
f−1(f(A)) ⊂ A�
$��� x ∈ f−1(f(A)) ���	 f(x) ∈ f(A) * ���
�" � ���
�� a ∈ A"
f(x) = f(a)�
��" f �
� ��)�	���� �� ���	 x = a ∈ A�

(⇐=) $��� (a, b) ∈ E2 �� ��� f(a) = f(b)� .��
 �

b ∈ f−1(f({b})) = f−1({f(b)}) = f−1({f(a)}) = f−1(f({a})) = {a}.

/� ���
 �� � a = b �� ���	 f �
� ��)�	�����

%0
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���� ��� ������� ����
�� ������� ����
�� ��

������� �� �� ������������

���� E �� E′ ���� �	
����
 �� f : E −→ E′ �	� ���������	�

�� ��	���� ��� � ∀A′ ∈ P(E′), f(f−1(A′)) ⊂ A′.

�� ������ ��� �

f �
� 
���������⇐⇒ ∀A′ ∈ P(E′), f(f−1(A′)) = A′.

�� ���� y ∈ f(f−1(A′)) � ∃x ∈ f−1(A′), y = f(x)�
��� x ∈ f−1(A′) ��	� f(x) ∈ A′ �� ��	
� y ∈ A′�

�� (=⇒) ����� 
 � ���
���	 ��� � 
�!� �� ��	���� ���
A′ ⊂ f(f−1(A′))�
���� y ∈ A′ � ����� f �
� 
��������� � ∃x ∈ E, y = f(x)�
"��
� x ∈ f−1(A′) �� ��	� y ∈ f(f−1(A′))�

(⇐=) "��� A′ = E′� �	 � f(f−1(E′)) = E′�
�	 � �

∀y ∈ E′, ∃x ∈ f−1(E′), y = f(x)

��	� f �
� 
����������

�������� ��


��� �������� 	 ������ �� �
���� ���� ����
�����

#�����	 $ �%�%� �� ������
 �� �1, n� ��	��	�	� �� ���	
 �	 �	���� ���� &

'� ( ��	��	�	� �� ���	
 ��� ) 	��
 �	���� * ��	
��+��� � ����+%
��	����� � A ��	
���� ��
 ������
 �� �1, n� 	� ��	��	�	� ��� ��
 �	����

������
�
#���� � $ � E(n+1

2 ) �	����
 ������
 ��	
 �1, n�� � �����	� �� A �
�

2E(n+1
2

)�
�	 � ���
 � �����	� ���,���,+� ���
�%*%���� 2n − 2E(n+1

2
)�

��
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�� ������	 
� ���� 
����	�� �����	 �� ���	 ������� ��� ������� 
� ���

� ����������� � �

�� �� �� ���	 ������ ��� ��� ������ � � � 	� ����	� ��� �	������� �

�� �� ��� � ����������� � ��� �	������ 
� �� ������� 
�	� 1�� 4�� 4�
�� 2��

 ������	� 
�	� �	 ������� ����� ��� ��� i� s �� p ����	� 
�����

	������ !������	� 
�� ��� �� ��� �	 �������	 ��� �	������ 
� 11
������� 
����	���� "	 � 
�	� � �� 11! ���� ����������

#�����	� ���	��	�	� �� �� 
� �� ������ i �� ��� 4 � 
� ��� � ����

�������� � ��	� ���	 �	��	
� 	�	 
����	������ �$���� ��� 
�	� ��

�� 	�	 
����	���� �������	
 � 4! ���� 
�	� �� �� 
����	�����
%����&� �� ���	��� 
�� '��(���� �� ) � ����� 11!

4! ���� ����������

�� �� 
�� ������� s �� p ���	� �
�	������ �	 � *	�����	� 11!
4!×4!×2! =

34650 ���� ����������

�� �����	+�	� ��� ������� �� �� �, ��� 4� ��	� �	�������� -���

�.�	� 
�	� � �� 8 ������������ ���� ����� �� ������� s� "	 �

����� 8×7!
4!×2! ���� ��������� �.� ��� 4� �	�������� �	 �����	� ��

�������	������ �� 	����� 
� ���� �)�	� ��� s 	�	 �	������� ���

11!

4!× 4!× 2!
− 8× 7!

4!× 2!
= 33810

�������� ��
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/��� ���� n ∈ �-∗� �	 
���(	� ��� an �� 	����� 
� ��������	� �	 ������


��	 �	������ 0 2n �����	��� �����0�
��� �� 	����� 
� ��������	� 
��	

�	������ 0 2n �����	�� ��� 	� ����	� �	�������� ��� 
� �������

�� �1������ ���� ���� n ≥ 1� an+1 �	 ��	���	 
� an�

�� �	 
�
���� ���1�������	 
� an ���� ���� n ∈ �-∗�

��
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�� an+1 ��� �� ��	
�� �� ��������� �� ����� ���� ����	
�� �

2(n+ 1) = 2n+ 2 ���	�����

������ �� � ��� �� ��� ���� � 2n + 1 ����� ���� ���� �� ���	���

������� �� � 2n+ 1 ����
������ ��� ���������� ����� ������

�������� �� ����� 2n ���	���� ����� ���� ����������� �� ����� � an
����
�������

��� �� �������� �

an+1 = (2n+ 1)an.

!� "� � ��������#�	��� � an = (2n− 1)an−1
an−1 = (2n− 3)an−1

· · ·
a3 = 5a2
a2 = 3a1

$�� ������ ��� ��������%��� �� ���� #���� �

an = (2n− 1)(2n− 3) · · · 5 · 3.

$��� ��� ���	��� ��� ��	����� ������������ ��� ���	�� ���� 	��&

������ �

∀n ≥ 1, an =
(2n)!

2n · · · (2n− 2) · · · 4 · 2 =
(2n)!

2nn!
.

�������� ���	

��� �������� 	 
���� �� ������� ����������� ���������� ��� ���

��������� ����������

�� '��� A ��� ����� (��� ��� #��� �� �)� *������ ��� �������� ���&

������ �������	��� ���������� �� A ���� ����&	+	� ��� �����������

!� '��� f : �)→ �) ��� �������� �������	��� ���������� ����� ���� ���

���� m �� n ���� �)� �� ��� f(mn) = f(m)f(n)� *������ ��� �� f
��	�� �� ���� (�� k > 1� ����� f ��� �����������

�,
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�� �������� 	
� ��
 ������������ ����������� ����������� ��

A ���� A ���� ������� �
������� �� ���� ��� �����
��� 	
� �� �����

��� �� ��� �� ���� X = {x ∈ A ; f(x) �= g(x)}� ��� �������� ���

���� ����� 
� ��
� ����� �������� a� ���� ��� ������ f(a) < g(a)�

� �� x ∈ A ��� ��� 	
� x < a� ����� g(x) = f(x) < f(a)�

� �� x ∈ A ��� ��� 	
� x ≥ a� ����� g(x) ≥ g(a) > f(a)�

�� �� ���
��� 	
� f(a) ����� ��� ���� ������� �� g� ���� g ��� 
��

��������� ��
� �������� ��� ���� �
� �!��� ���� 
�� ��������� "

����� 
�� ��������������

#
��	
� IdA ��� 
�� ����������� ����������� ���������� �� A ����

A� ��
�� �
��� ����������� ����������� ���������� �� A ���� A �
�

��� ������

$� ���� k > 1 
� ����� �� �� f � %� � f(k) = k� �� ��� ��������

	
� ��
� ��
� n ∈ �&∗� �� � f(kn) = kn� ����������� ����� ��

����������� �� f ' �0, kn� ����� f ��� ����������� ���������� ��

	
� f(kn) = kn� ����� �0, kn� ��� ������ ��� f � (����)� �� 	
������

����������� �� ����������� �� f ' �0, kn� ��� ���� ���������� �� �0, kn��

���� ���������� x ������ 	
�����	
�� �� ����� n ��� 	
� x ≤ kn�

#�� �����	
���� f(x) = x�

*� �����
����� �� f ����� 
� ����� �� k > 1� ����� f ��� �����������

�������� ����

��� �������� 	 
���� �� �
 �������� �

���������� ����� �
����

���� X 
� �������� ��� �� �������� n� %� �������� 	
� �� A ��� 
��

������ �� X� �� +������� ������������	
� �� A ��� ������������� χA �� X
���� {0, 1} ������ ���

{
x �→ 1 �� x ∈ A
x �→ 0 �� x /∈ A

.

���� x ∈ X� *������ �� ����� S =
∑

A∈P(X)

χA(x)�

�,


