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1. Systèmes linéaires
��������� ����	��
�� ���
��� �� ��������� �

�� ������� ��� ��	
��
�
	��

�� �� ������� ��� ���	����	���� ������������ �
�� �	 �
���

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = y1
a22x2 + · · ·+ a2nxn = y2

� � �
���

annxn = yn


� ��� aii �= 0 � 	�
�� �� ���
��	�� �� �������� 
� �� ������ ��� �
����
�
������ �
�� ��� xi�

������� �  ��
���� �� ������� �

⎧⎨
⎩
−2x+ 3y + z = 1

y − 2z = −1
2z = 8

���
�	�� � !
�� �	 �������� ���	��
�� 
� 	 z = 4 � �� ���
��	��� 
� ��
������ � y − 8 = −1 �� �
�� y = 7�
"� 	
�� �	 #�� ���	��
�� 
� ��
�
� � −2x+ 21 + 4 = 1 �
�� x = 12�
"� ������� �� ������� 	 ��� ������ �
����
� ��� ��� � (12, 7, 4)�

�� ������� ��� ��
� �	���� �
�	� ��� �
�
��

!
	�� �� �� $���� � �
��� ����� �	�� ��� ���
����
� ���	������ �� �����

�
�� ��%�� ��� ��� �
�&������ �� �� ������� ���� �� ��
���� ���� ������

�	� ��� ������ �
��� �� ���' ���	��
�� (
� ����)� 
� ����� �	��
���

�'��	��� �	 
	���� �� ����� ��� ���
����� (�� ��
����� ������� � ��� ��*�

�������
�)�

������� �  ��
���� �� ������� �

⎧⎨
⎩

4x− 3y + 2z = −1
−2x− 3y + z = 1
−2x+ 2y − 3z = 0

���
�	�� � !
�� ��
���	��
� (1)+ (2)+(3)� 
� 
*����� � −4y = 0 �� �
��
y = 0�

�	� ��*�������
�� �� 
���� �

⎧⎨
⎩

4x+ 2z = −1
−2x+ z = 1
−2x− 3z = 0

�� 
� �� ������ 	
�� ���

+
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���� ��������	 
���
���	 ���� ���
������ ��� � z =
1

4
�
 x = −3

8
�

�
 �� �
���� ��� ��	 ������	 �������
 ���� �� ��� 
���
����

�� �
	��
� �� 	�	
��� � �������� 	���
��� �
(
− 3

8
, 0,

1

4

)
�

�� ��� ����	�
 � 
� ��
���� �� �����

 ���
� �	
 �� 
���	!����� �� 	�	
��� ���
���� �� �� 	�	
��� �� �	������

��� 
�"�����
� # ������ ����
��
���	 
�
���
����	 	�� ��	 
���
���	 ��

	�	
����

$�	 ��
��
���	 
�
���
����	 	��
 �

� �� �����
�
��� ��
�� % 
���
���	 � Li ↔ Lj

� �� ����
�
��� ����� 
���
��� � Li ← αLi

� �� 
���	���
��� ����� 
���
��� � Li ← Li + βLj

 ���
��
��� �� �� !���� �� �	������ ����	� 	�� �� �������� ��
����&

��
��� ���'��		��� ��	 ��������	� (��� ��
������
��� �� ���������� xi ��
�"��	��� ��� 
���
��� �) �� ���*����
 ������
 ����
� �����
 xi �	
 ���
����

������� � � +
	����� �� 	�	
��� � (S)
⎧⎨
⎩

2x− y − z = 1
−2x+ 2y + 3z = 0
x− y + 2z = −2

��
�
��� � ,� � ��� �� �

"��� �� -��		 �

(S) ⇐⇒
L2 ← L1 + L2

L3 ← 2L3 − L1

⎧⎨
⎩

2x− y − z = 1
y + 2z = 1
−y + 5z = −5

⇐⇒
L3←L2+L3

⎧⎨
⎩

2x− y − z = 1
y + 2z = 1

7z = −4
�

,� . �����
� / ����	 ��	 
���
���	 ���� ��
���� �� 	���
��� ������ �

(9
7
,
15

7
,−4

7

)
.

0
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������� � � �������	 
	 ����
�	 � (S)
⎧⎨
⎩
−3x− y + 4z = 1
x+ y + z = 0
−3x+ y + 11z = 2

�������� � �	� ���������� �	 ����� ���� ����	�� �

(S) ⇐⇒
L2 ← L1 + 3L2

L3 ← L3 − L1

⎧⎨
⎩
−3x− y + 4z = 1

2y + 7z = 1
2y + 7z = 1

����	 
	� �	�� �	���
�	� ��������� ���� ��
������	� ����	 ���
	��� ��

�	�� 	� �������	� ��	 �	� �	�� �

{ −3x− y + 4z = 1
2y + z = 1

�� �	 �	�� �������	� 
	� ���������� �	 ����� 	� �� 	� ������ ��	 
��� �

��	 �� ���� �	 ��
������ �

{
(−1 + 5z

2
,
1− 7z

2
, z
)
, z ∈ !�}

����� �	
�� �� � ����� 
	� ��"��	��	� �������	� 	� #������� �	 z ���� ��

������ �� �$����� ��	 ����	 ���	�����	�%

������� � � �������	 
	 ����
�	 � (S)
⎧⎨
⎩
−3x− y + 2z = 0
6x− y − z = 1
6x− 4y + 2z = 4

�������� � &�� ���������� �	 ������ �� �'��	�� �

(S) ⇐⇒
L2 ← 2L1 + L2

L3 ← L3 + 2L1

⎧⎨
⎩
−3x− y + 2z = 0

−3y + 3z = 1
−6y + 6z = 4

�� �������	 �
��� ��	 
	� �	�� �	���
�	� ��������� ���� ���������'
	��

�� �	�� �
��� ����
��	 ����
 ��� � ��� �	 ��
����� ( �	 ����
�	%

)*
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��	 
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��������
��

�� 
��� 	
� ����	���
 ��������� � 
	 ����	� �� 	����	�� ��	 ��
��

��� 
��


	 ��������	 �
������ ����
 
��� ��
 �� �����

 	
 
!
���	
 ���������
 ������ ����	 
	�� ���������	 ���
 
� �	��	���	

�	
 ��
	��
 �����	
 ����	 ������	�

������� " #�
����	 
	 
!
���	 " (S)
⎧⎨
⎩

mx+ y + (m− 1)z = m
x+ y + z = m
x+my + z = 1

�$ m ∈ %#�
�������� " &��� ���'���� �
 ���
 ���� ��	���	 �� ����� ��� ��������� (

���� �	
�� �� ����	��	 ��� �	����	� 
	
 )��� ��������
� �	
 ���������


�	 ���

 ����	���� ��	 ��
��

��� 
�� 
	 ��������	�

(S) ⇐⇒
L1↔L2

⎧⎨
⎩

x+ y + z = m
mx+ y + (m− 1)z = m
x+my + z = 1

⇐⇒
L2 ← L2 −mL1

L3 ← L3 − L1

⎧⎨
⎩

x+ y + z = m
(1−m)y − z = m−m2

(m− 1)y = 1−m
�

�� �	�����	 �������� ���
 ����	 � ��	 ��
��

��� 
�� 
	 ��������	 m�

��� ��� " m = 1� �	 �	���	� 
!
���	 ����	 "

⎧⎨
⎩

x+ y + z = 1
−z = 0
0 = 0

	� ����


	
 
�
�����
 
��� {(x, 1− x, 0), x ∈ %#}�

�� ��� " m �= 1� �� �	�����	 �������� ���
 ����	 
� ��
	�� �	 y " y = −1
	� 	� * �	������� + �� � 
������	 
�
����� " (m−m2 + 2,−1,m2 − 1)�

,,
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2. Décomposer une fraction rationnelle en éléments
simples

�� ��� �� �� 	
����� �
� �� �
��	��
�� ��� �������� ����������� f =
P

Q
��� P ��Q 
��� ��
 ������	�
 ���	���
 ����� ���� �� ��� 
�		� �� �����

����
 �����������
 � ���
 
�	���
 � ��� ���	� 
���� ����
� ���
 ��
����
��

�� ���� ��

����� ���� 	
�����
 ���

� ��
 ���� � ����!���

�� ������ �	�
 ��
 ���
�
 �� 
�
� ���	
��������

�� �
���� �� 	"	� �
��	������� ���
 ��
 ���	�
 �� �� ������ ���������

����� �� f # �� �� ������$� �!�� �� �������� ���������

��
����
 ���
 �����
��� �� �
��	��
����� �������� ��� �� ���
 ��
 ��



� ���	���

������� % &��� �� �������� ����������� f(x) =
x2 + 1

(x− 1)2(x+ 2)
' �� ���


���� ����!�� a, b, c ∈ () ���
  �� f(x) =
a

(x− 1)2
+

b

x− 1
+

c

x+ 2
����

x �= 1 �� x �= −2�
�	����	� % �� ���� �� �� ���	� �����

� �� �� �
���� ���� �� 	"	�

�
��	������� %
a

(x− 1)2
+

b

x− 1
+

c

x+ 2
=

(b+ c)x2 + (a+ b− 2c)x+ (2a− 2b+ c)

(x− 1)2(x+ 2)
�� �� ��������$� * �� ���	� �������� �� f # ��  �� ���
 ����� �� 
�
�+	�

⎧⎨
⎩

b+ c = 1
a+ b− 2c = 0
2a− 2b+ c = 1

.

�� ����!� ����
 % a =
2

3
, b =

4

9
, c =

5

9
# ���� �� �
��	��
����� �� f %

x2 + 1

(x− 1)2(x+ 2)
=

2/3

(x− 1)2
+

4/9

x− 1
+

5/9

x+ 2
.

�������� � 	�

� ��
�
�� �
��� �
����
 ���� � ��� 	��	��� ����� �
���� �

�� ��
 	
�������� 	����� �
�� ��� 	��� ��
 �
������� �� �����
���

,-
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�� ������� ��� �	�
������ 
� �� 
��	��	����	� �� ��� ��	�����

���� ����	� �	 
�	�
�	�
 α �	 
������
 ���� �� ���

���
α

x− a
����	 ���


������
��� 	� ����	�
� �����	�� �� �	��	�� � ���
����	� 
��
	 �� �	��
���

��� x − a ���� � ��	���	 x = a� �� ����
	 �������
��� ���� 
��
�� �	�

�	�
�	�
� � ��
	����	��

������� � � ���
 � ��
�����	� 	� ����	�
� �����	� f(x) =
x

(x− 2)(x+ 3)
���� x �= 2 	
 x �= −3 � �� ���� ���
 
����	� a, b ∈ � 
	�� !�	

f(x) =
a

x− 2
+

b

x+ 3
.

�	����	� � �� � �	� ���	��� � a = (x− 2)f(x)
∣∣∣
x=2

=
x

x+ 3

∣∣∣
x=2

=
2

5
�

	
 b = (x+ 3)f(x)
∣∣∣
x=−3

=
x

x− 2

∣∣∣
x=−3

=
3

5
�

"��# �� ��
������
��� �

x

(x− 2)(x+ 3)
=

2/5

x− 2
+

3/5

x+ 3
.

������� � � $� 
%
�	 �	�
 ������	� ���� ����
�
	 ���� �� � ���� �� ���


������
��� �� 
	��	 ��	
 �� 
�����

��	���� ��	&	���	 f(x) =
x+ 2

(x− 1)2(x+ 1)
=

a

(x− 1)2
+

b

x− 1
+

c

x+ 1
���� x �= −1 	
 x �= 1�

�	����	� � �� � �	� ���	��� � c = (x+ 1)f(x)
∣∣∣
x=−1

=
x+ 2

(x− 1)2

∣∣∣
x=−1

=
1

4
�

	
 a = (x− 1)2f(x)
∣∣∣
x=1

=
x+ 2

x+ 1

∣∣∣
x=1

=
3

2
�

$	 ���'���	 �	 ����	�
	 �� ���	�
 �# ���� ������� 
��
��	� b 
�� ��
�	 �	�
 ���
����	� �� �	��
��� ��� x − 1 ���� ��	���	 x = 1 (� 
���	 ��


	��	 	�
1

(x− 1)2
)�

�� 
��
����	 
	 ���'���	 	� ���
������
 
��
	 �� �	��
��� ��� x ���� 	�

������
 
	���	 x �	�� +∞� �� ��	�
 � 0 = 0 + b+
1

4
���# b = −1

4
�

*����� �� � �� ��
������
��� �

x+ 2

(x− 1)2(x+ 1)
=

3/2

(x− 1)2
+
−1/4
x− 1

+
1/4

x+ 1
.

+,
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3. Espaces vectoriels et sous-espaces vectoriels
������� ������� �	
	�� ����
� F �
	� �� E ��� 	� ��� �� E �

• �� ���
��� � �� ����
�
���

���� E �� �	
��� 
�������� ���� �� F ⊂ E � F �	� �� 	��	��	
��� 
��������

�� ���	
��� 
�������� E 	� �

� 0E ∈ F
� ∀α ∈ ��, ∀(x, y) ∈ F 2, αx+ y ∈ F �

������� � ���� ����	�����

F = {M ∈M3(��), AM = MA}

�� A ∈M3(��) �	� ������ � ������� ��� F �	� �� �	
��� 
���������

���	�
�� � ���� ������� �� ���� ��� F ⊂ M3(��) ����	� ����� �	
���


�������� E��
���� ��	 ��	 �!����	 �

� ��� 0M3(��) ��
��	���� �� ������� �����" �� � �
��������

A× 0 = 0×A = 0 ���� 0M3(��) ∈ F �
� #��� α ∈ �� �� M,N ∈ F " 
�$��	 	� αM +N ∈ F �
A(αM + N) = αAM + AN =

M,N∈F
αMA + NA = (αM + N)A" ���	�

αM +N ∈ F �
%� ������	���" F �	� ���� �� 	��	��	
��� 
�������� �� M3(��) ��� ����
F �	� �����&�� �� �	
��� 
����������

• �� ���
�� �	��� ���� ��� ����
���� �
�������� F � �
�
�� �
	�

�����

���� S = (v1, . . . , vn) ��� '������ �� n 
������	 �� E�
(� ��

���� ��� F = V ect(v1, . . . , vn) = {α1v1 + · · · + αnvn; αi ∈ ��}
�	� ����	����� ��	 ��������	��	 ��������	 �� v1, . . . , vn� (� 	��� ��� F �	�

�� 	��	��	
��� 
�������� �� E" �

��� �� 	��	��	
��� 
�������� ��)�����


�� S �S �	� ���� ��� '������ )���������� �� F ��

*+


