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METHODES 1. OUTILS DE RAISONNEMENT

Meéthode 1.1 : Utilisation de la contraposée

L’utilisation de la contraposée (ou contraposition) vient souvent en ap-
plication d’un résultat précédemment montreé.

Sinon elle peut étre employée pour ne pas affronter une question de ma-
niere directe.

Elle consiste en :

montrer (P = Q) revient ¢ montrer que ((non Q) = (non P))

\/H Soit a,b € IR. Montrer que : siV e >0, a <b+e¢ alors a <b H

Raisonnons par contraposée et montrons plutot que :
a>b=—=3de>0,a>b+e¢

Avec I’hypothése @ > b, on a donc a — b > 0 et, ainsi, on peut trouver
un o > 0 tel que a — b = a.

. . (07 .
En choisissant alors € = 2 on a bien a > b+ €.

M¢éthode 1.2 : Raisonnement par ’absurde I

La encore, on veut montrer que P => Q) et contourner le raisonnement
direct ; on suppose alors que l'on a P et aussi non QQ pour finalement
arriver o une contradiction.

Soit A € My, (R) telle que A # 21 et A% = 2A.

Montrer que A n’est pas inversible.

v

Raisonnons par ’absurde et supposons que A soit inversible.

On multiplie alors la relation A% = 24 par A~! (a gauche ou a droite)
et cela nous donne : A = 21.

Ceci étant en contradiction avec 'hypothése de départ, on vient de mon-
trer que A n’est pas inversible.
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Meéthode 1.3 : Démontrer une implication I

On veut démontrer Uimplication P = Q) ot P et Q sont deux proposi-
tions.

Pour cela on va :

* supposer que P est vraie

* en dégager le maximum de renseignements (par des définitions, pro-
priétés induites ou des caractérisztions)

* en déduire que QQ est vraie

P est appelée la condition suffisante et Q) est la condition nécessaire.

Soit la suite (uy), définie par : Vn € N, upy1 = up — ud et ug = 3

v En supposant que la suite (uy), est décroissante et positive, montrer
que la suite converge et que sa limite est nécessairement nulle.

Supposons que la suite décroit et qu’elle est positive, alors, par le théo-
réme de la limite monotone, on peut en déduire que la suite (up)p
converge.

Notons [ sa limite ; grace a la relation u, 1 = u, —u>, on en déduit par
passage a la limite que : [ = [ — 3.

Ainsi, on a [® = 0 soit [ = 0.

Meéthode 1.4 : Démontrer une équivalence I

On a globalement deur méthodes pour montrer une équivalence :

* garder toutes les équivalences au fil de la démonstration (mais c’est
TiSqué... ).

* procéder par double implication (il y a trés fréquemment une implication
plus simple que l'autre).

Soit A, D, P € M,(IR) telles que A= PDP~L.
Soit les ensembles : Cy = {M € M,(R), AM = MA}
V| et Cp={MeM,(R), DM = MD}.
En notant N = P~'M P, montrer que :
Me(Cyqp<+<= N e (Cp.
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Procédons par équivalences (en justifiant bien chacun d’entre elles) :

MeCy < AM = MA par définition
< PDP'PNP!'=pPNPlPDP!
(car N= P 'MP < PNP' = M)
<= PDNP'=PNDP ! car P'P=1
<= DN = ND en multipliant & gauche par P~! et
a droite par P
<= N € (Cp par définition

Méthode 1.5 : Montrer ’existence et l’unicité.

Notez bien le « et » entre les deux mots, donc il y a bien 2 choses a
montrer et on va procéder en 2 temps.

Pour prouver l’existence d’un élément, on peut envisager :

- Dexplicitation d’un tel élément par une illumination spontanée ou
inspiration inespérée !

- la construction

Pour prouver l'unicité d’un élément, il est classique de supposer qu’il en
existe deur et d’arriver a une contradiction.

Notez qu’il y a des théoremes donnant directement [’existence et
lunicité (comme le théoréme de la bijection).

M¢éthode 1.6 : Raisonnement par récurrence I

On veut démontrer :

Vn > ng, P(n) ot P est une propriété dépendant de l’entier naturel n.
La démonstration par récurrence (simple) consiste a :

* vérifier que la propriété est vraie pour la valeur ng : c’est l'initialisation
de la récurrence

* puis vérifier que si la propriété est vraie pour un certain rang n (fizé
quelconque), alors la propriété est vraie au rang suivant n + 1.
Autrement dit, P(n) = P(n + 1) pour n entier fixé quelconque (la
propriété est dite héréditaire).

Alors, on peut conclure que pour tout n > ng, la propriété P(n) est vraie.
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Soit A, P, D € M3(IR) des matrices tellse que A = PDP~L.
Montrer que : Vn € N, A" = PD"P~1

Pour n = 0, on a d’une part A° = I et d’autre part on obtient
PD°P~1 = PIP~! = PP~! = I; ainsi, on a bien I'égalité.

Supposons la formule vraie 4 'ordre n fixé (c’est-a-dire A" = PD"P~1).
On a alors :

A" = A"A = pD"P 'PDP ' = PD"DP! = pptipl

D’ot Pordre n + 1 et ainsi la récurrence est établie.

Les erreurs a ne plus commettre !

- L’étape d’initialisation est souvent bdclée : soit la validation n’est
pas vraiment prouvée soit le 17 terme n’est pas le bon (voir si l'on
travaille sur IN, IN*, ...).

- Si vous voulez définir la proposition & démonitrer, ne mettez pas le
V n a Uintérieur de sa définition c’est-a-dire que ['on n’écrit pas :
Pn) : «YneN, ...» .

- Lors de Uétape de I’hérédité, ne supposez pas la propriété vraie

« pour tout n » mais plutét « a l’ordre n fizé » .
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2.1. Comment montrer que v € £/ ?

O 0 A0 a0 40 db db b b b a0 A0 40 db db b b b b db db g ¢

Pour montrer que x € E, il faut utiliser la caractérisation (ou la condi-
tion) définissant l’ensemble E et vérifier que l’élément x satisfait celle-ci.

Soit ’ensemble E = {(uy)pn, Yn € N, Upio = 2Upi1 — Un}.
v'|| On consideére la suite (uy), définie, pour tout n, par u, = 2n + 1.
Veérifier que (uy,), € E.

Pour qu’une suite (uy,), appartienne a I’ensemble E, il faut qu’elle vérifie
la relation up49 = 2Upt+1 — Un.-

On a up, =2n+ 1 donc up+1 =2(n+1)+1=2n+ 3 et aussi

Upto =2(n+2)+1=2n+5.

On a: 2upy1 —up =2(2n+3) — (2n+ 1) = 2n + 5 et ainsi on retrouve
bien w42 ; la relation est bien satisfaite et ainsi (uy), € E.

2.2. Comment montrer que £ C F ?
L. db 4 db db 4 db db db db db db db db b db db b db db db db g ¢

Pour montrer que E C F, on montrera l’implication :

rel—uxecF

Soit les ensembles :
Ei(A) ={M € M3(R), AM =M}
v Ey(A) ={M € M3(R), A2M = AM}
ou A € M3(R).
Etablir que : F1(A) C Ex(A).

Soit M € E1(A), on a alors : AM = M.

En multipliant cette relation par A a gauche, on obtient A2M = AM et
ainsi M € EQ(A)

On a donc prouvé que Ej(A) C Ez(A).
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2.3. Comment montrer que FE=F ?

b a0 0 a0 40 db db b b b b db A0 A0 db db b b b b b ¢

On a Uéquivalence :
E=F<= (ECF et FCE)

On en revient alors a la méthode précédente.
On dit que l’on procéde par double inclusion.

Reprendre les notations de 'exercice précédent en ajoutant que A
v’ || est inversible.
Montrer alors que : Eq(A) = Ey(A).

Procédons par double inclusion.

On a déja montré l'inclusion E1(A) C Eq(A).

Montrons & présent l'inclusion réciproque E2(A) C Eq(A).
Soit M € E5(A), on a alors : A2M = AM.

Comme A est inversible, A1 existe.

Multiplions la relation précédente par A~ a gauche :

ATA’M = A TAM

ce qui donne AM = M.
Ainsi, M € Eq(A) et donc on a Ey(A) C Ei(A).
Par double inclusion, on en déduit I'égalité : Eq1(A) = Ey(A).
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