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���  �

���������	 
�� �	����� 	��������� �� �������� �������

�� ��� �� �� 	
����� �� �� �
��	���� ��� �������� ����������� f =
P

Q
��� P �� Q ��� �� ������	� ���	��� ����� ���� �� ��� �		� ��

�������� ����������� � ��� �	��� � �

�� ���� ��
����� ���� 	
����� ������� ���� � ��������

�� ������ �	�
 ��
 ����
 �� �� ���	��������

�� �
���� �� 	 	� �
��	������� ��� �� ���	� �� �� ������ ��������!

����� �� f " �� �� ������#� ���� �� �������� ���������

�$
����
 ��� �������� �� �
��	������� �������� ��� �� ��� �� ��

� ���	���

������� % &��� �� �������� ����������� f(x) =
x2 + 1

(x− 1)2(x+ 2)
' �� ���

���� ������� a, b, c ∈ () ��� ��� f(x) =
a

(x− 1)2
+

b

x− 1
+

c

x+ 2
����

x �= 1 �� x �= −2�
�	����	� % �� ���� �� �� ���	� �����
� �� �� �
���� ���� �� 	 	�

�
��	������� %
a

(x− 1)2
+

b

x− 1
+

c

x+ 2
=

(b+ c)x2 + (a+ b− 2c)x+ (2a− 2b+ c)

(x− 1)2(x+ 2)
�� �� �$������#� * �� ���	� �������� �� f " �� ��� ��� ����� �� ��+	�⎧⎨

⎩
b+ c = 1
a+ b− 2c = 0
2a− 2b+ c = 1

.

�� ������ ���� % a =
2

3
, b =

4

9
, c =

5

9
" �$�� �� �
��	������� �� f %

x2 + 1

(x− 1)2(x+ 2)
=

2/3

(x− 1)2
+

4/9

x− 1
+

5/9

x+ 2
.

����	
�� � ���� ������� ����� ������� ���� � ��� ����� ����� ���	�� �

�� ��� ��������� ��
�� ���� 
�� ��� ��� ��������� �� �������	�

�� ������� ��
 �	�������
 �� �� ���	�	
���	� �� ��
 �
	�����

,��� ����� �� ���-����� α � �������� ��� �� ��������
α

x− a
�$��� �
!

��	������� �� 
�
	��� �	���" �� ������ * 	��������� ����� �� ��������

��� x − a ��� * ������� x = a� �� �
�+�� �$��
������ ���� ������ ��

���-����� * �
���	�����



��������	
�����  ������� �

������� �  ���
 � �	�������� �� 	�	���
� ������� f(x) =
x

(x− 2)(x+ 3)
���� x �= 2 �
 x �= −3 � �� ���� ���
 
������ a, b ∈ �� 
��� ���

f(x) =
a

x− 2
+

b

x+ 3
.

��������   � � ��� �������  a = (x− 2)f(x)
∣∣∣
x=2

=
x

x+ 3

∣∣∣
x=2

=
2

5
!

�
 b = (x+ 3)f(x)
∣∣∣
x=−3

=
x

x− 2

∣∣∣
x=−3

=
3

5
"

#$�% �� �	�������
��� 

x

(x− 2)(x+ 3)
=

2/5

x− 2
+

3/5

x+ 3
.

������� �  &� 
'��� ���
 �$��	��� ���� �	����
� �$�� �� � ���� �� �	����

����
��� �� 
���� ���� �� ����	"

(������ �$�)����� f(x) =
x+ 2

(x− 1)2(x+ 1)
=

a

(x− 1)2
+

b

x− 1
+

c

x+ 1
���� x �= −1 �
 x �= 1"

��������   � � ��� �������  c = (x+ 1)f(x)
∣∣∣
x=−1

=
x+ 2

(x− 1)2

∣∣∣
x=−1

=
1

4
!

�
 a = (x− 1)2f(x)
∣∣∣
x=1

=
x+ 2

x+ 1

∣∣∣
x=1

=
3

2
"

&� �������� �� ��	���
� �� �����
 �% ���� ������� �������� b ��� ��
�� ���
 ���
������ �� ����
��� ��� x − 1 ���� ������� x = 1 *� ����� ��


���� ��
1

(x− 1)2
+"

 � ���
����� �� �������� �� ���
������
 
��
� �� ����
��� ��� x ���� ��

������
 
����� x ���� +∞! �� ����
  0 = 0 + b+
1

4
�$�% b = −1

4
"

,����! �� � �� �	�������
��� 

x+ 2

(x− 1)2(x+ 1)
=

3/2

(x− 1)2
+
−1/4
x− 1

+
1/4

x+ 1
.
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������� ������� �	
	�� ����� F �
	� �� E ��� 	� ��� �� E �

• �� ������ � �� ��������

���� E �� �	
��� �������� ���� �� F ⊂ E � F �	� �� 	��	��	
��� ��������

�� ���	
��� �������� E 	� �

� 0E ∈ F
� ∀α ∈ ��, ∀(x, y) ∈ F 2, αx+ y ∈ F �

������� � ���� ����	�����

F = {M ∈M3(��), AM = MA}
�� A ∈M3(��) �	� ������ � ������� ��� F �	� �� �	
��� ���������

���	��� � ���� ������� �� ���� ��� F ⊂ M3(��) ����	� ����� �	
���

�������� E��
���� ��	 ��	 �!����	 �

� ��� 0M3(��) ��
��	���� �� ������� �����" �� � ���������

A× 0 = 0×A = 0 ���� 0M3(��) ∈ F �
� #��� α ∈ �� �� M,N ∈ F " �$��	 	� αM +N ∈ F �
A(αM + N) = αAM + AN =

M,N∈F
αMA + NA = (αM + N)A" ���	�

αM +N ∈ F �
%� ������	���" F �	� ���� �� 	��	��	
��� �������� �� M3(��) ��� ����
F �	� �����&�� �� �	
��� ����������

• �� ����� �	��� ���� ��� �������� �
�������� F � �
��� �
	�

�����

���� S = (v1, . . . , vn) ��� '������ �� n ������	 �� E�
(� ��

���� ��� F = V ect(v1, . . . , vn) = {α1v1 + · · · + αnvn; αi ∈ ��}
�	� ����	����� ��	 ��������	��	 ��������	 �� v1, . . . , vn� (� 	��� ��� F �	�

�� 	��	��	
��� �������� �� E" �

��� �� 	��	��	
��� �������� ��)�����


�� S �S �	� ���� ��� '������ )���������� �� F ��

������� � ���� ����	�����

F = {(x, y, z) ∈ ��3, x+ y = 0, 2x− y + z = 0}.

*���� ��� �

{
x+ y = 0
2x− y + z = 0

⇐⇒
{

x = −y
z = 3y

� ������� ��� F �	� ��

�	
��� ���������



��������	
�����  ������� ��

��������  �� � v = (x, y, z) ∈ F ⇐⇒ �� ����
� �� �	�� y 
�� ��� 

v = (x, y, z) ∈ F ⇐⇒ v = (−y, y, 3y) = y(−1, 1, 3)� ���� 

F = V ect((−1, 1, 3))�
�� ���
 ���� �������� ��� F ��
 �� ����������� ���
����� ��  !3 "�
 ����

����
 �� ������ ���
�����#�

�������� � 	
 ���� ��� �	
����� ��� ((−1, 1, 3)) ��� �
� ���� �� F
�� dim F = 1�

• �� 	
�� 
���
� �
 �����
� ��
 F 
�� �
 ���� �� ������


����
 �		�������� �������
�

�������  $��
 ���������� F = {(x, y, z) ∈  !3, 3x − 4y + z = 0} %

���
��� ��� F ��
 �� ������ ���
������

��������  �� ��������� ���������
��� ���	���� f :  !3 →  ! �	&��� ��� 

f(x, y, z) = 3x− 4y + z.

'����� F = {(x, y, z) ∈  !3, 3x− 4y + z = 0} = Ker f % ����  F ��
 ��

������ ���
������

����
�� �����
� ��
 F ��
�� 	�� �� �
� �
 E �

�� ���
 ���
 ���
��� ��� 0E /∈ F � �� �� 0E ∈ F ���
��� ��� F ����
 ���

�
���� ���
 ���� �� ���
������
��� ��
���� ���
 ���� ������
����

������� �  (��� ���������� F = {(x, y) ∈  !2, x + y = 1}� �� ���


��������� ��� 0 !2 = (0, 0) �������
���
 ��� ) F ��� 0 + 0 = 0 �= 1�

*���� F ����
 ��� �� ����������� ���
����� ��  !2�

������� �  $��
 ���������� F = {(x, y) ∈  !2, xy = 0}�
0 !2 = (0, 0) ∈ F % �� �� ���
 ���� ���� ���� �� �����
�

+�����	����  v1 = (1, 0) ∈ F �
 v2 = (0, 1) ∈ F �

�� � v1 + v2 = (1, 1) /∈ F �

,� �
�����
	 ���� �� ��� + ��	
��
 ��� �����	�� F ����
 ��� �� �����������

���
����� ��  !2�

����
�� �����
� ��
 �
�� �
� �
 ���
����� ���
 ���� ����� �

(��� ���
��� ��� ���� ������������ ���
������ F �
 G ���
 	����� �� ��-


�� ���
��� ��� �������  F ⊂ G �
 dim F = dim G�

�������  *���  !3� �� ��������� ��� ���
����  v1 = (2, 3,−1)�
v2 = (1,−1,−2)� w1 = (3, 7, 0) �
 w2 = (5, 0,−7)�
.��
��� ���  V ect(v1, v2) = V ect(w1, w2)�



�� ������	
������

�������� � �� ��� F = V ect(v1, v2) �� G = V ect(w1, w2)�
������
���� ��� �� ���������� �� v1 �� v2 �� ����� �� w1 �� w2� � �

dim F = dim G = 2�
�� ��� ����� � 
����� ��� �������� � ��� ���
���� ��� 
����� ���

F ⊂ G� �� ��� ���� ��  ���!�� ��� v1 �� v2 ��� ���� G�

�� ��� � "�����
��� ��� v1 =
3

7
w1 +

1

7
w2 #� � ������� � �$���� ���

�������� ������ ���� w1 �� w2%�

&� 
'
�� � � v2 = −1

7
w1 +

2

7
w2�

&(� ���� F ⊂ G �� ���� � �� dim F = dim G� � � F = G�

��		
�� 	����
� ���� �
� F �
 E 
�� �����
 ��� f ∈ L(E) �

• �� ������
 �� ����������

)�� f �� ���
�����
� �$�� ������  ������� E �� F �� ���	������

 ������� �� E� F ��� ��� ���*�� ��� f �� f(F ) ⊂ F �

+����
��� ���� F ��� ���*�� ��� f ⇐⇒ ∀x ∈ F, f(x) ∈ F �

�������� � 	
 F �	� 	���� ��� f ∈ L(E)� � ��	��
��
�� �� f � F � �����

f|F 
���
� �� ���������
	�� �� F ����
 ��� � ∀x ∈ F, f|F (x) = f(x)�

������ � ,� ����� Eλ �� ���	������ ����� �� f ������ � ��  �����

����� λ� 
����� ��� Eλ ��� ���*�� ��� f �
�������� � ,� �-��� ��� x ∈ Eλ � f(x) = λx�
�� ��� "���  ���!�� ��� f(x) ∈ Eλ �$���	�	���� f(f(x)) = λf(x) �� ���

��� �

����� �� �
����� �� ������� f(x) = λx ��� f �
+����� ��� Eλ ��� ���*�� ��� f �

• �� ������
 ��
 ��	���
 ����������
 �
 F �

)�� f ∈ L(E) �� (v1, . . . , vp) ��� "�
���� .���������� �� F � /��


����� ��� F = V ect(v1, . . . , vp) ��� ���*�� ��� f � �  ���!� ��� �

∀i ∈ �1; p�, f(vi) ∈ F �

������ � �� �����(�� �$���
�����
� f �� �03 ��� �� 
������ ����

�� *��� �������� ��� �

A =

⎛
⎝ 1 1 −1

1 0 0
0 1 0

⎞
⎠ .

)�� v1 = (1, 1, 1)� v2 = (2, 1, 0) �� F = V ect(v1, v2)�
1����� ��� F ��� ���*�� ��� f �
�������� � /�� ����� �� ��� ���� ��  ���!�� ��� f(v1) �� f(v2) ���

���� F � � ���(�� 
����������
��� �



��������	
�����  ������� ��

A

⎛
⎝ 1

1
1

⎞
⎠ =

⎛
⎝ 1

1
1

⎞
⎠ �
 ���� f(v1) = v1 ∈ F �

A

⎛
⎝ 2

1
0

⎞
⎠ =

⎛
⎝ 3

2
1

⎞
⎠ �
 ���� f(v2) = v1 + v2 ∈ F �

�� ����������� F ��
 �
���� ��� f �



��������	�
���  �

�������� ���	�� 
� �����  �����

������� ������� �	� 
� ���

� S = (v1, . . . , vk) ��� 
��� �

���� S = (v1, . . . , vk) ��� �	
���� �� k ������� ���� ���	�� ��������
E �� ��
������ ���� n�

• ���� 
� ��� ������
� �� ������ � 
� ��������

�������� ���� ������� ��� �� ��� ��
���	���� ����	��� �� ��� ������� ���

����� 	���� ������	���
��� ���� ��� ���������� ���� ����� ���� �

k∑
i=1

λivi = 0 =⇒ ∀i ∈ �1; k�, λi = 0.

���� �	� �	���������� �

� �� �	 �	
���� �� �������� ����� ���� ������ v� �� ������� �	 ��������� �
(v) ��� ����� ⇐⇒ v �= 0E �
� �� �	 �	
���� �������� ���� ������� u �� v� �� ������� �	 ��������� �
(u, v) ����� ⇐⇒ u �� v �� ���� �	� ���������������

�������� � 	
��� ��� �
�� ���	� ������� �� ���� �� ��
�� �������� �
��

������ �� 	� ���� ��� ��� ��� �������� �
��	� � � � 	
	 �
��	�������

������� � ���� S =
(
v1 = (5, 2,−11), v2 = (1, 1, 2), v3 = (−1, 0, 6)

)
�

������� ��� S ��� ������

��
	��� �  � 	 � λ1v1+λ2v2+λ3v3 = 0
!"3 ⇐⇒

⎧⎨
⎩

5λ1 + λ2 − λ3 = 0
2λ1 + λ2 = 0
−11λ1 + 2λ2 + 6λ3 = 0

⇐⇒
⎧⎨
⎩

λ2 = −2λ1

λ3 = 3λ1

−11λ1 − 4λ1 + 18λ1 = 0
⇐⇒ λ1 = λ2 = λ3 = 0�

#����� �	 �	
���� S ��� ������

• �� ��	� �	�� ��������� 
� ���� �� S�

$� �	����	�� �� �	�% �� S� �� ������� ������	����� �
S ��� ����� ⇐⇒ rg(S) = k�


