Centrale/Supélec Un théoréme de Hardy
Année 2012 Littlewood
Epreuve 1

Si n et k sont deux entiers naturels, on note <n> le nombre de parties

k

a k éléments d’un ensemble & n éléments.
I Approximation

I.A — Quelques calculs préliminaires
Dans cette sous-partie, x est un nombre réel et n est un entier naturel.

~(n k n—k _
I.A.1) Montrer que ,;) <l<:> (1 — x) =1.

- ny _k n—k _
I.A.2) Montrer que kz_ok <k‘) (1 —x) = nz.

I.A.3) Montrer que Z k(k—1) (Z) 2H(1 —2)"F =n(n—1)22
k=0
I.A.4) Déduire des questions précédentes que
n k 2 n k n—k __ l’(l — IE)
O O
k=0
I.B — Etude de S(x)
Soit neN et z€[0,1]. Le but de cette sous-partie est de majorer la

somme
S(x) = Z ‘a: - g‘ <Z> 2k (1 — z)n k.
k=0

I.B.1) Majoration de S(x) : premiére méthode

On note
1

Jn
1
NG

I

k
- V l’ensemble des entiers k €{0,...,n} tels que ’Ji — —‘ <
n

)

k
- W l'ensemble des entiers k €{0,...,n} tels que ‘a: - —‘ >
n

k
et on pose Sv(x) = Z ‘x _ (Z) $k<1 . m)n—k ot
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a) Montrer que Sy (z) <

4

—_
|

b) Montrer que Sy (z) <

o,

¢) En déduire que S(x) < 1

I.B.2) Majoration de S(x

a) Ecrire I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans I'espace R™*! muni de son
produit scalaire canonique.

B

: seconde méthode

~—

1

b) A I'aide de 1 tion I.A.4, en dédui S(x) < s—
) aide de la question en déduire que S(z) NG
I.C — Application a Papproximation uniforme

Dans cette sous-partie, on note C ’espace vectoriel des fonctions
continues de [0,1] dans R. On munit C de la norme de la borne
supérieure, notée ||| : || flloc = sup |f(x)|.

z €[0,1]
Pour feCetne N*, on définit le n-ieme polynéme de Bernstein de f,
noté B, (f), en posant, pour tout x €[0, 1]

B =Y 1(5) (3)eta-are.
k=0

Le but de cette sous-partie est d’étudier || By, (f) — f|lco lorsque f est un
élément de C vérifiant une hypothese additionnelle.

I.C.1) Un exemple

Si f(x) = 22 pour tout z€[0,1], déterminer, pour tout n€N, le
polynéme B,,(f) et en déduire la valeur de ||B,,(f) — f|loo

I.C.2) Soit f€C. Montrer, pour tout x €[0, 1], la relation

Bai)e) - 1) = 3 (1(5) - 1) () a2
k=0

n
I.C.3) a) Montrer que si f est d-lipschitzienne, alors

o

b) En déduire que si f est de classe C!, alors il existe un réel c tel que,
pour tout n € N*, || B (f) = flloo < %

c) Etendre le résultat précédent au cas ou f est une fonction continue,
de classe C! par morceaux.

pour tout entier n > 1.
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I.C.4) Soit f : [0,1] — R une fonction continue, C' par morceaux.
Déduire de ce qui précede que, pour tout réel r > 0, il existe un
polynéme P & coefficients réels tel que :

Vo el0,1], f(z) 1 < P(2) < f(2) + 7.
II Un théoréme de Hardy-Littlewood

Soit (an)n>0 une suite réelle. On suppose que la série entiere associée
E a,x"™ admet pour rayon de convergence R, = 1 et que la somme f
de cette série, définie par

Vee]—1,1], Z anx"
vérifie .
o1 II.1
f(‘r) av<11 ]. — X ( )
On note A, Z ay et a, An
F "+l
Ainsi, a,, est la moyenne arithmétique des nombres ag, .. ., a,.

Le but de cette partie est d’étudier le comportement des a, lorsque
n tend vers 'infini. On s’intéresse en particulier aux deux propriétés
suivantes :

lim a, =1 (I1.2)
lim a, =1 (IL.3)

II.A — L’hypothése II.1 n’entraine pas la propriété 11.2

II.A.1) Déterminer une suite réelle (bn)n>0 telle que

Vze]—1,1]; 1_362 anm

IT.A.2) En déduire un exemple de suite (an)n>g vérifiant II.1 mais ne
convergeant pas vers 1.

II.B — L’hypothése 11.1 n’entraine pas la propriété I1.3
I1.B.1) Donner le développement en série entiere de la fonction

t — W ainsi que son rayon de convergence. Préciser si la série

converge aux bornes de U'intervalle de convergence.

I1.B.2) On considere les fonctions

1 1
metw:l'H

A +a)P(-a)

Yz
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Déterminer des sultes (Un)n>0 €t (Vn)n>0 telles que, pour tout

el-1,1[,¢ Zunmn et Y(z) = Zvnx.

n=0
On explicitera en fonctlon de n, suivant la parité de n, les réels u,, et v,,.
I1.B.3) Calculer v,, (moyenne arithmétique des nombres vy, ..., vy).

I1.B.4) Construire a l'aide de ¢ un exemple de suite (ay)n>0 vérifiant
I1.1 mais ne vérifiant pas la propriété I1.3.
Jusqu’a la fin de cette partie, on continue de supposer II.1 et on fait
I’hypotheése supplémentaire : vneN, a, = 0. (I1.4)
L’objectif principal, apres quelques observations concernant la suite
(@n)n>0, est de démontrer la propriété 11.3
(théoreme de Hardy et Littlewood).
II.C — Majoration de la suite
I1.C.1) Pour tout x €[0, 1] et tout n € N, montrer que f(z) > A,z".
IT.C.2) Montrer I'existence d’un entier N > 0 tel que

2
1 —e1/n
I1.C.3) En déduire que la suite (a,)n>0 est majorée.

¥n > N, f(e™ /™) <

II.D — Minoration, a partir d’un certain rang, de (a,)n>0
par un réel >0

On désigne par p > 0 un majorant de la suite (ay,)n>0 : VR €N, a;,, < p

II.D.1) a) Pour tout z €| —1, 1], montrer que (1 —x ZAkac f(z)

b) En déduire que pour tout x €[0, 1] et tout N € N*
f(z) 1—aV - k
< An_ k+1
N—1 - +u Z( + 1)z

1—x 1-—
k=N

¢) En déduire que pour tout z €[0, 1] et tout N € N*
ZN+1
f(a:) < AN—l + M((N + 1){EN + E)
II.D.2) Soit A un réel strictement positif.
a) Montrer qu’il existe un entier Ny > 0 tel que pour tout N > Ny,

1 N
ANy 2 5 oY
He0) 2 gy 2 o

b) Montrer que pour tout N > Np,

1 1 1
ON-1 2 5y The <1+N+ A/NN(l—e)‘/N))'
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c¢) Déterminer en fonction de A la limite, quand N tend vers 'infini, du
membre de droite dans 'inégalité précédente.

d) Montrer qu’il existe un réel A > 0 tel que cette limite soit strictement
positive.

I1.D.3) Conclure qu’il existe un réel v > 0 tel qu’a partir d’un certain
rang on ait a, > v.

II.E — Démonstration de la propriété 11.3, due a Karamata
Soit g : [0,1] — R la fonction telle que g(x) = 1/z si z > e 1 et
g(z) = 0 sinon. On fixe un réel £ €]0, e~![. On définit deux applications
continues g7, ¢~ : [0,1] — R ainsi :

- g™ est affine sur [e 1 —¢, e71] et coincide avec g sur [0,e~ ! —¢]Ule™ !, 1].
- g~ est affine sur [e7!, e + £] et coincide avec g sur [0,e 1 [U[e™ !, 1].

Pour tout entier N > 0 on pose zy = e /.

On rappelle que dans cette sous-partie, on fait les hypotheses I1.1 et
114

1 1
II.E.1) Calculer/ gt (t)dt et/ g~ (t)dt.
0 0

I1.E.2) Soit P un polynéme a coefficients réels. Montrer que

00 1

(1—x) Z anxz"P(a2") — [ P(t)dt.

n=0 zz<—£1 0

On considérera d’abord le cas particulier P(z) = z*, ot1 k€ N.
I1.E.3) Etablir Iexistence de deux polynémes P, Q) a coefficients réels
tels que : Vo €[0,1],97 () —e < P(z) < g(z) < Q(z) < g™ (x) +=.
I1.E.4) Etablir existence d’'un N; € N* tel que pour tout N € N,
N 2 N17

(1—xN)Zanx”NP(x”N)2/O P(t)dt — e

n=0
et
e’} 1
1 —23) S anah Q) < / Qt)dt — .
n=0 0
II.E.5) Déduire des trois questions précédentes que pour tout entier
N 2 Nl,

1-5e< (1 —2zn)AN <1+ be.
II.E.6) Conclure.
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Solution
Partie I

LA - .
I_A.]_) So = Z (Z) :L-k(l — x)”_k — (m + (1 — x))n =1.
k=0

k—1

Zk: ( > (1—2)" = nxz ( > 11— )i,

Donc 81 =nz(z+(1—2)" ! =

I.A.2) Comme, k (Z) =n <n B 1) pour tout k €[1,n], on a

n

I.A.3) Comme, k(k —1) <Z> =n(n—1) <k - ;) pour tout k €[2,n], on a

=t (3) ta-or

2 2 _q
n n - -
Donc S Z(x_ﬁ) n xk(l—x)” =5y —2-8 _|-_(S +S)
’ n k 0 1 2 1
k=
1—
11 découle des questions précédantes que Sy = — ( - z).
I.B -
LB.1) a Z’x——‘ 1 —gnh g gy = L
n \/ﬁ
. 2
ke B e

= Z ’x—n‘<k)m (1—ax)"*
kew
<va ¥ (a-1) (Z>$’“<1—x)""“<ﬁ54= it}

kew
) VUW =[0,n] et VNW = 0.

Donc Vz €0, 1], S(xz) = Sy (x) + Sw(z) < %(1 + (1 —:E)) < %
] 12 _ 1
car x( —x)—z—<w—§> <7
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1.B.2) a) L’inégalité demandée est : pour tout (ag,...,a,) € R*! et tout

(bo, . .., by) € R,

nakbkg na2>< nbz.
2 | 2 kx| 2 b

b) Appliquons ce résultat avec

_ m__‘\/ xk (1—z)"— ket by, = \/<k>xk(1—x)”_k, il vient :

< V/S1 X /Sy = \/ d apres 1.A.4). Comme on a prouvé en

1
2vn

I.B.1), Vz €[0,1],0 < (1—56) < —, on conclut que Vz €[0, 1], S(z) <

W

I1.C -
- o+ 5
1.C.1) Si f(z) = 22, B _ g( ) < >xk(1 ok = 2:2 )
puisque k% = k(k — 1) + k. Donc B, (f)(z) — 2 = @
1

Toujours d’apres I.B.1), Yz €[0,1],0 < z(1 — ) < 7 avec égalité si, et seule-

1 1
ment si, x = oY Donc | B,(f) = flloo = o

I.C.2) Comme Sy =1, on a f(z) = f(x)Sy = <Z> flx)zh(1 — )k
n =

Done v €0.11B,(1)e) ~ ) = 3 (1) = 5@)) () a1 =+
k=0

I.C.3) a) Si f est &-lipschitzienne, V(x,y) €[0,1]2,|f(z) — f(y)| < &z — y|.

On déduit alors de 1.C.2)
v el0. 1} Bu(f)(@) - f@)] € 3o % —af (} ) a0 - ) =500,

Le résultat découle de 1.B.2)b).

b) Si f est de classe C! sur [0,1], on déduit de I'inégalité des accroissements
finis que f est a-lipschitzienne ot & = || f’||oo. On déduit le résultat de a) avec
a

c=—-

2
c) Si f est continue sur [0,1] et de de classe C! par morceaux sur [0, 1] on a

y
Ve €011 17) ~ )| <| [ 0] < Mla—glon 2 = s 1770}
T T €
La conclusion est analogue a celle de b).

c
I.C.4) Comme lim — = 0, pour tout r > 0 il existe noeN* tel que

n—oo /M

< r. Soit insi choisi. Not P =B, .
= r. Soit ng ainsi choisi. Notons P(x) o (f)(z)
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Pour tout z €[0, 1], |P(z) — f(z)| < || Bny (f) — flloo < 7 i.e.
Vo €[0,1], f(z) —r < P(z) < f(x) + 7.

Partie II

II.A -
II.A.1) Des résultats sur les séries géométriques on déduit :

2
Vee]—-1,1] 1—x2 Z:Up
Donc by, = 1 et byp1 = 0 pour tout p e N.
1 1 1
II.A.2 = — )
) 1—22 (1—-2z)(1+z) =1 2(1—x)
Donc a,, = 2b,, est telle que (ay,)n>0 vérifie II.1 et diverge.
II.B -
1 o0
II.B.1) Vie] — 1,1, = .
yvie] -1 =3

Du théoreme de dérivation des séries entieres, on déduit que

Vte]—1,1[7%(1it) - (1—11:)2 :;(n+1)t"

Toujours, d’apres ce théoreme, la série entiere est de rayon de convergence 1.
Elle divergeen 1 et —1 car _(n+1) et > (n+1)(—1)" divergent grossierement.

1 o
I1.B.2) Il s’ensuit que Vz €] — 1, 1[, p(x) = =i Z(n + 1)z?"
—x
n=0
D’ot us, =n+1 et ugpy1 =0.
Vee]—1,1[,¢(x) = (1 —x)p( (1—-=z Zunx _UO+Z n—Un—1)

Donc vg = ug et v,, = Uy, — Up—1 Sin = 1.

D’olt Vp €N, v, = p+ 1 et vagprg = —(p+ 1).
1 = Up
1 <“° + ;W - “’H)) T+l

et vgpy1 = 0.

IL.B.3) o, =
n
Donc '1/15;) = m
1
I11.B.4 —_—
) 60 = e
I1.1 et pas IL.3. puisque (an)n>0 diverge.
I1.C -

I1.C.1) Comme les a,, sont positifs, si x €[0, 1], Zakm > Zakwk.

- Donc la suite (an)n>0 telle que a, = 4v,, vérifie



