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Construction d’une
application

Dans tout le problème l’ensemble C des nombres complexes est considéré
comme le plan a�ne euclidien muni de son repère orthonormé canonique
(0, 1, i) (où i2 = �1).
• On notera K l’ensemble des triplets (↵,�, �) de R3 constitués de trois
réels positifs ou nuls tels que ↵+ � + � = 1.
• Si (a, b, c)2C3, on notera cabc le hh triangle plein ii défini par :cabc = {↵a + �b + �c | (↵,�, �)2K}.
Dans tout le probléme on notera ⌧0, ⌧1 et ⌧ les triangles pleins définis
par : ⌧0 = d�10i, ⌧1 = c01i et ⌧ = d�11i.
• On notera également �0 et �1 les applications de C dans C définies
par (en notant z le conjugué du nombre complexe z) :

�0(z) =
1 + i

2
z +
�1 + i

2
et �1(z) =

1� i

2
z +

1 + i

2
.

• La notation {0, 1}N? désignera l’ensemble des suites (rn)n>1 d’entiers
naturels tels que rn 2{0, 1} pour tout entier naturel non nul n.
• La norme de la convergence uniforme sur le C-espace vectoriel des
applications continues de [0, 1] dans C est notée k.k1.
• La partie entière du réel x est notée [x]. Si n est un entier naturel on
posera, pour tout réel x et tout entier naturel non nul n :
rn(x) = [2nx]� 2[2n�1x].

• On notera Z
h1
2

i
l’ensemble des rationnels de la forme

k

2n
où k2Z et

n2N.
• On rappelle enfin que, si (Xn)n>1 est une famille de parties de C
indexées sur N?, on a

\
n>1

Xn = {z 2C | 8n2N?, z 2Xn}.

L’objectif du problème est la construction d’une application f continue
de [0, 1] dans C dont l’image f([0, 1]) est le triangle plein ⌧ et l’étude de
quelques unes de ses propriétés.

Partie I - Préliminaires géométriques

I.A -
I.A.1) Établir que ⌧ = ⌧0 [ ⌧1.
I.A.2) Représenter sur une même figure ⌧0, ⌧1, ⌧ .
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Épreuve 1

� 12 � Construction d’une

application

I.A.3)
a) Soit a2C et ✓2R. Prouver que l’image z0 du complexe z par la
réflexion dont l’axe est la droite passant par a et dirigée par ei✓ vérifie
la relation : z0 � a = e2i✓ (z � a).
b) Établir une relation analogue à celle de la question précédente entre
un complexe z et son image z0 par l’homothétie de centre a et de rapport
⇢ > 0.
c) Démontrer que �0 est la composée d’une réflexion dont on précisera
l’axe et d’une homothétie de rapport strictement positif à préciser et
dont le centre appartient à l’axe de la réflexion. Prouver une propriété
analogue pour �1. Ces décompositions sont-elles uniques ?
I.A.4) Que vaut l’image d’un triangle plein cabc par �0 et par �1 ?
Déterminer �0(⌧) et �1(⌧).
I.B - (Diamètre d’un triangle plein)
I.B.1)
a) Démontrer que K est un compact de R3 pour sa topologie usuelle.
b) Démontrer que K est convexe c’est à dire que, pour tout réel t2[0, 1]
et tout couple (u, v) d’éléments de K, tu + (1� t)v appartient à K.

c) Établir que, si (a, b, c)2C3, cabc est un compact convexe de C muni
de sa topologie usuelle.
d) Avec les mêmes notations prouver l’existence de :

�(cabc) = max{|z0 � z| | (z, z0)2 cabc
2
}.

I.B.2)
a) Démontrer que, si l’on fixe z 2C et (a, b, c)2C3

max{|z0 � z| | z0 2 cabc
2
} = max

�
|z � a|, |z � b|, |z � c|

�
.

b) En déduire une expression simple de �(cabc).
I.B.3) Soit (rn)n>1 un élément de {0, 1}N? . Pour chaque entier naturel
non nul n, on note e⌧n = �r1 � �r2 · · · � �rn(⌧).

Montrer que
\
n>1

e⌧n est réduit à un seul point appartenant à ⌧ .

Partie II - Construction de l’application f

II - Dans la suite on note E l’ensemble des applications g continues de
[0, 1] dans C telles que g(0) = �1 et g(1) = 1. Si g2 E , on note Tg
l’application de [0, 1] dans C définie par :

Tg(x) = �0(g(2x)) si x2
h
0,

1
2

i
et Tg(x) = �1(g(2x� 1)) si 2

i1
2
, 1
i
.
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II.1) Déterminer l’unique élément f0 de E qui soit a�ne.
II.2) Montrer que Tg2 E pour tout g2 E .
II.3) Soient g1 et g2 deux éléments de E . Prouver que :

kTg1 � Tg2k1 =
1p
2
kg1 � g2k1.

II.4) On définit maintenant une suite (fn)n2N d’éléments de E en choi-
sissant f0 a�ne comme ci-dessus et fn+1 = Tfn pour tout entier naturel
n.
a) Prouver que la suite (fn) converge uniformément sur [0, 1] vers une
fonction f 2 E .
b) Prouver que Tf = f .
c) Prouver que, pour tout x2[0, 1], f(x) = �f(1� x) et interpréter
géométriquement cette relation.

Partie III - Propriétés de f

III.A - Image de f

III.A.1) Soit (rn)n>1 2{0, 1}N? .
a) Montrer que la série de terme général

rn

2n
converge et que sa somme

x appartient à [0, 1].

b) En posant pour tout entier naturel p, xp =
1X

n=1

rn+p

2n
, prouver la

relation :
f(x) = �r1 � �r2 · · · � �rp(f(xp)) pour tout entier naturel non nul p.
III.A.2) Inversement, soit x2[0, 1[.
a) Établir que, pour tout entier naturel non nul n, rn(x)2{0, 1}.
b) Montrer que, pour tout entier naturel non nul N et tout réel x2[0, 1[

[2Nx]
2N

=
NX

n=1

rn(x)
2n

puis x =
1X

n=1

rn(x)
2n

.

c) Montrer que si, en outre, x2Z
h1
2

i
alors il existe N 2N tel que

rn(x) = 0 pour tout entier naturel n > N .

d) Calculer f
⇣1

2

⌘
et f

⇣1
4

⌘
. Reconnâıtre �0 � �0 et en déduire f

⇣ 1
2k

⌘
pour tout k2N.
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III.A.3)

a) Montrer que f

✓
[0, 1] \ Z

h1
2

i◆
⇢ ⌧ .

b) Montrer que f([0, 1]) ⇢ ⌧ .
III.A.4) Inversement, soit z 2 ⌧ .
a) Montrer qu’on peut définir deux suites (zn)n>0 et (rn)n>1 de la
manière suivante :
• z0 = z et, si n > 1 :
• si zn�1 2 ⌧0 alors rn = 0 et zn = (�0)�1(zn�1)
• sinon rn = 1 et zn = (�1)�1(zn�1).
Prouver que, pour tout entier n2N, zn appartient à ⌧ .

b) Prouver que f
⇣ 1X

n=1

rn

2n

⌘
= z (on pourra exprimer z en fonction de

zn et des �ri).
c) Écrire une fonction qui prend en argument un complexe z (que l’on
supposera dans ⌧) et un réel " et qui renvoie une valeur approchée à "
près d’un antécédent de z.
III.A.5)
a) Prouver que f n’est pas injective (on pourra utiliser la relation
f(1� x) = �f(x).)
b) Plus généralement montrer qu’il n’existe aucune bijection continue
de [0, 1] sur ⌧ (on pourra utiliser un argument de connexité par arcs).
III.A.6)
a) Pour (i, j)2{0, 1}2, déterminer l’expression complexe de �i � �j la
reconnâıtre, préciser son point fixe et l’image de ⌧ . Faire un dessin.
b) Soient r1, r2, . . . , rp des éléments de {0, 1}.
Prouver que � = �r1 ��r2 · · ·��rp possède un unique point fixe que l’on
ne cherchera pas nécessairement à exprimer simplement.
c) Exhiber, à l’aide de l’application f , un point fixe de �.
d) Montrer que l’ensemble X des complexes z qui sont point fixe de la
composée d’un nombre fini d’applications �0 et �1 est dense dans ⌧ .
III.B - Dérivabilité de f
III.B.1) Supposons que f soit dérivable sur [0, 1].
Soient x2[0, 1], (↵n)n>1 et (�n)n>1 deux suites d’élements de [0, 1], con-
vergentes vers x et telles que ↵n < x 6 �n et ↵n < �n pour tout n.

Montrer que la suite de terme général
f(�n)� f(↵n)

�n � ↵n
converge vers

f 0(x).
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III.B.2) Soit x2[0, 1]

a) Si x2[0, 1[, en choisissant : ↵n =
r1(x)

2
+ · · ·+ rn(x)

2n
et

�n = ↵n +
1X

k=n+1

1
2k

, prouver que f n’est pas dérivable en x.

b) Prouver que f n’est pas dérivable en 1.

Solution

Partie I

I.A.
I.A.1) z 2 ⌧ si, et seulement si, il existe ↵,�, � 2R+ tel que ↵+ � + � = 1 et
z = �↵+ � + +i�.
Si � > ↵ posons �0 = � � ↵,↵0 = 2↵, �0 = �. Alors ↵0,�0, �0 2R+,
↵0 + �0 + �0 = 1 et z = �0 + i�0. Donc z 2 ⌧1.
Si � < ↵, posons ↵0 = ↵� �,�0 = 2�, �0 = �. Alors ↵0,�0, �0 2R+,
↵0 + �0 + �0 = 1 et z = �↵0 + i�0. Donc z 2 ⌧0.
En conclusion, ⌧ = ⌧0 [ ⌧1. Le lecteur aura noté que le hh si, et seulement si, ii
nous permet de montre d’un coup la double inclusion.
I.A.2) Dessin immédiat.
I.A.3)
a) Soit r la réflexion d’axe la droite passant par a et de direction ei✓. Notons
M,M 0, A les points d’a�xes respectifs z, z0, a,

AM = AM 0 et (�!e1 ,
��!
AM 0) = 2✓ � (�!e1 ,

��!
AM).

Donc |z0 � a| = |z � a| et arg(z0 � a) ⌘ 2✓ � arg(z � a) [2⇡].
D’où arg(z0 � a) ⌘ 2✓ + arg (z � a) [2⇡]
i.e. arg(z0 � a) ⌘ arg

�
e2i✓(z � a)

�
[2⇡]. D’où le résultat demandé.

b) L’homothétie de centre a et de rapport ⇢ est définie par z0 � a = ⇢(z � a).

c)
�1 + i

2
+ 1 =

1 + i

2
et 1 + i =

1p
2
ei⇡/4. Donc �0(z) + 1 =

1p
2
ei⇡/4 (z + 1).

Donc �0 est la composée de l’homothétie de centre (�1) et de rapport
1p
2

et

de la réflexion d’axe la droite passant (�1) de direction ei⇡/8.

De même �1(z) � 1 =
1p
2
e�i⇡/4 (z � 1). Donc �1 est la composée de

l’homothétie de centre (1) et de rapport
1p
2

et de la réflexion d’axe la droite

passant 1 de direction e�i⇡/8.
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Épreuve 1

� 16 � Construction d’une

application

Si �0 = h1 � r1 = h2 � r2 où pour i2{1, 2} hi est l’homothétie de centre ai, de
rapport ki et ri une réflexion telle que ai soit sur l’axe de ri.

a1 et a2 sont deux points fixes de �0, donc a1 � a2 =
1 + i

2
(a1 � a2).

D’où |a1 � a2| =
1p
2
|a1 � a2| qui implique a1 = a2.

h1 � r1 = h2 � r2 ) h�1
1 � h2 = r�1

2 � r1.
h1 et h2 étant des homothéties de même centre, h�1

1 � h2 est une homothétie
de rapport k�1

1 k2. Comme r�1
2 �r1 est une isométrie, k�1

1 k2 = 1. Donc h1 = h2

et r1 = r2. Il s’ensuit que la décomposition de �0 est unique. Il en va de même
de �1.

I.A.4) z 2 cabc () z = ↵a + �b + �c avec ↵,�, � 2R+ et ↵+ � + � = 1.

Donc �0(z) =
1 + i

2
z +
�1 + i

2
= ↵�0(a)+��0(b)+ ��0(c) car ↵+�+ � = 1.

Il s’ensuit que �0(cabc) = da0b0c0 où a0 = �0(a), b0 = �0(b) et c0 = �0(c).
De même, �1(cabc) = da1b1c1 où a1 = �1(a), b1 = �1(b) et c1 = �1(c).
En particulier �0(⌧) = ⌧0 et �1(⌧) = ⌧1.
I.B -
I.B.1)
a) L’application ✓ : R3 ! R, (↵,�, �) 7! ↵ + � + � � 1 est continue en
tant qu’application polynomiale. Donc ✓�1({0}) est une partie fermée de R3.
Comme R+ est un demi-plan fermé de R, la partie (R+)3 est fermée dans R3.
Il s’ensuit que K = (R+)3 \ ✓�1({0}) est fermée dans R3.
Si (↵,�, �)2K, alors 0 6 ↵ 6 1, 0 6 � 6 1 et 0 6 � 6 1 i.e. K ⇢ [0, 1]3. La
partie K est bornée dans R3. En tant que partie fermée et bornée de R3 qui
est un espace vectoriel de dimension finie, K est compact de R3.
b) ✓�1({0}) étant un plan de R3, est convexe. Comme (R+)3 est aussi convexe
dans R3, et comme l’intersection de deux convexes est convexe, K est convexe.

c) cabc étant l’image du convexe K par l’application linéaire ✓1 définie par
(↵,�, �) 7! ↵a + �b + �c, est convexe. De plus cabc est l’image du compact K

par l’aplication continue ✓1. Donc cabc est compacte dans C.

d) L’application cabc
2
! R, (z, z0) 7! |z � z0| étant continue sur le compact

cabc
2

de C2, elle est bornée et atteint ses bornes. D’où l’existence de �(cabc).
I.B.2)
a) z est fixé et z0 = ↵a + �b + �c avec ↵,�, � 2R+ et ↵+ � + � = 1. Donc
|z � z0| = |↵(z � a) + �(z � b) + �(z � c)| 6 ↵|z � a|+ �|z � b|+ �|z � c|.
D’où |z�z0| 6 (↵+�+�)max

�
|z�a|, |z�b|, |z�c|

�
= max

�
|z�a|, |z�b|, |z�c|

�
puisque ↵+ � + � = 1.
En particulier max{|z � z0| | z0 2 cabc} 6 max

�
|z � a|, |z � b|, |z � c|

�
.

Comme a, b, c2 cabc, on a max{|z�z0| | z0 2 cabc} = max
�
|z�a|, |z�b|, |z�c|

�
.
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Année 2010
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b) �(cabc) = max
z 2cabc

max
z0 2cabc

|z � z0| = max
z 2cabc

⇣
max

�
|z � a|, |z � b|, |z � c|

�⌘
.

Donc �(cabc) = max
⇣

max
z 2cabc

|z � a|, max
z 2cabc

|z � b|, max
z 2cabc

|z � c|
⌘
.

D’après I.B.2)a), max
z 2cabc

|z � a| = max(|b� a|, |c� a|),

max
z 2cabc

|z � b| = max(|a� b|, |c� b|) et max
z 2cabc

|z � c| = max(|a� c|, |b� c|).

Donc �(cabc) = max
�
|b� a|, |c� a|, |b� c|

�
.

I.B.3) Notons �n = �r1 � �r2 · · · � �rn et Fn = �n(⌧).
Alors Fn+1 = �n(�rn+1(⌧)) ⇢ �n(⌧) = Fn car �rn+1(⌧) ⇢ ⌧ d’après I.A.4)
Fn est compacte donc fermée en tant qu’image directe du compact ⌧ par
l’application continue �n. En tant que composée d’applications a�nes, �n

est a�ne. Un raisonnement analogue à celui de I.A.4), donne Fn = danbncn où
an = �n(a), bn = �n(b) et cn = �n(c). D’après I.B.2),
�(Fn) = max

�
|bn � an|, |cn � an|, |bn � cn|

�
.

Or |�n(z) � �n(z0)| =
⇣ 1p

2

⌘n
|z � z0|, donc �(Fn) 6

�(⌧)
2n/2

ce qui implique

�(Fn) ���!
n!1

0 par encadrement. Une intersection de fermés Fn de l’espace
complet C dont les diamètres tendent vers 0 est réduite à un point. Ce point
est dans ⌧ car Fn ⇢ ⌧ pour tout n2N.

Partie II

II.1) Comme f0 est a�ne, f0(x) = �x + µ avec �, µ2C.
f0 2 E ) f0(0) = �1 et f0(1) = 1. Donc µ = �1 et � = 2.
La seule application a�ne de E est f0 : x 7! 2x� 1.
II.2) Tg(0) = �0(g(0)) = �0(�1) = �1 et Tg(1) = �1(g(1)) = �1(1) = 1.
En tant que composée d’applications continues, Tg est continue sur les inter-

valles
h
0,

1
2

h
et
i1
2
, 1
i
.

lim
x! 1

2
�

Tg(x) = �0(g(1)) = �0(1) = i et lim
x! 1

2
+

Tg(x) = �1(g(0)) = �1(�1) = i.

Donc Tg est continue sur [0, 1]. D’où Tg2 E si g2 E .

II.3) kTg1�Tg2k1=max


sup
x2[0, 1

2 ]

|Tg1(x)�Tg2(x)|, sup
x2[ 12

,1]
|Tg1(x)�Tg2(x)|

�

8x2
h
0,

1
2

i
, |Tg1(x)� Tg2(x)| =

���1 + i

2

⇣
g1(2x)� g2(2x)

⌘���.
Donc sup

x2[0, 1
2 ]

|Tg1(x)� Tg2(x)| = 1p
2
kg1 � g2k1

De même, 8x2
h1
2
, 1
i
, |Tg1(x)� Tg2(x)| =

���1� i

2

⇣
g1(2x� 1)� g2(2x� 1)

⌘���.
Donc kTg1 � Tg2k1 =

1p
2
kg1 � g2k1.
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II.4) a) D’après II.3) 8n2N?, kfn+1 � fnk1 =
1p
2
kfn � fn�1k1.

(cf. suites géométriques) 8n2N, kfn+1 � fnk1 =
⇣ 1p

2

⌘n
kf1 � f0k1.

Comme la série géométrique
X⇣ 1p

2

⌘n
converge, la série de fonctionsP

(fn+1 � fn) converge normalement a fortiori uniformément sur [0, 1].
D’après le critère suite/séries, la suite de fonctions (fn)n>0 converge uni-
formément sur [0, 1] vers une fonction notée f .
Un raisonnement par récurrence et II.2) impliquent que les fn sont continues
sur [0, 1]. Donc, par théorème, f est continue sur [0, 1].
Pour tout n2N, fn(0) = �1 et fn(1) = 1.
Par passage à la limite, f(0) = �1 et f(1) = 1. D’où f 2 E .

b) D’après II.3), pour tout n2N, kTfn�Tfk1 = kfn+1�Tfk =
1p
2
kfn�fk1

lim
n!1

kfn�fk1 = 0) lim
n!1

kfn+1�Tfk1 = 0 Donc la suite (fn+1) converge
uniformément sur [0, 1] vers Tf . Par unicité de la limite, f = Tf .
c) f0(x) = 2x� 1) f0(1� x) = f0(1� x) = 1� 2x = �f0(x).
Supposons 8x2[0, 1], fn(1� x) = �fn(x).

8x2
h
0,

1
2

h
, Tfn(1� x) = �1

�
fn(2(1� x)� 1)

�
=

1� i

2
fn(1� 2x) +

1 + i

2
.

8x2
h
0,

1
2

h
, fn+1(1�x) = �1� i

2
fn(2x)+

1 + i

2
= �

⇣1 + i

2
fn(2x) +

�1 + i

2

⌘

8x2
h
0,

1
2

h
, fn+1(1� x) = �0(fn(2x)) = �Tfn(x)

i.e. 8x2
h
0,

1
2

h
, fn+1(1� x) = �fn+1(x).

Posons x0 = 1� x, alors x2
h
0,

1
2

h
() x0 2

i1
2
, 1
i
.

Donc fn+1(x0) = �fn+1(1� x0). Par conjugaison, fn+1(x) = �fn+1(1� x).
Donc, 8x2[0, 1], fn+1(x) = �fn+1(1� x).
Par théorème de récurrence, 8n2N,8x2[0, 1], fn(x) = �fn(1� x).
Par passage à la limite 8x2[0, 1], f(x) = �f(1� x).
Interprétation géométrique : f(x) est image de f(1�x) par la réflexion d’axe
Oy i.e. le graphe de f est symétrique par rapport à l’axe imaginaire.

Partie III

III.A)

III.A.1) a) Pour tout n2N, 0 6
rn

2n
6

1
2n

. Comme la série géométrique
X 1

2n

converge, la série à termes positifs
X rn

2n
converge et sa somme x vérifie




