Partie 1

Mathématiques




Algebre et géométrie
euclidienne

Logique

Assertions

Une assertion mathématique est une application d’un ensemble de variables,
a valeurs dans I’ensemble a deux éléments {V, F'}. Une assertion P : E —
{V, F'} est aussi appelée une propriété des éléments de E.

Connecteurs logiques élémentaires

La négation, la disjonction, la conjonction, I’'implication et I’équivalence de
deux assertions sont définies par leurs tables de vérité :

P|l|Q||nonP|Pou@Q |PetQ | P=Q|P = Q
% F % 1% v \%4
VI|F F \% F F F
F |V % % F % F
F | F 14 F F \% 14

_ Propriétés des connecteurs logiques élémentaires

P, Q et R trois assertions. La
conjonction et la disjonction
sont commutatives.

e (PouQ)ouR < Pou(QouR) La conjonction et la disjonc-
o (PetQ)etR <= Pet(QetR) tion sont associatives.

e Pou@Q <— QouP
e PetQ) < (QetP

P (e R; PN EP et Q) ougPet R) La conjonction et la disjonc-

e Pou(QetR) <= (PouR)et(PouR) gl(l)rnl’gggrte. distributives I'une



* P <= non(nonP) Les deux derniéres assertions
e non(P ou Q) <= (non P et non Q sont les lois de Morgan.
e non(P et Q) <= (non P ounon Q)

Quantificateurs

Les propriétés d’un ensemble E sont de I'un des deux types suivants :

o Existentiel : il existe un élément de E vérifiant P. On note 3x € E P(x).
e Universel : tous les éléments de E vérifient P. On note Vx € E P(z).
S’il existe un unique élément de E vérifiant P, on note 3! x € E, P(x).

Regles de calcul pour les quantificateurs

e non (Haz SR P(m)) = (Vm € E, non P(a:))
e non (Vz € E, P(z)) <= (3x € E; non P(z))
e Vx e E,Vy€eF, Plz,y) < VYye€ F, Vx € E,P(z,y)
e dx € FE, JyeF, Plx,y) < JyeF, Jx € E,P(z,y)
Stratégies pour une implication

e P 21@ Ces équivalences sont utiles
. gé%nQ ):;);fw% p pour démontrer P = Q par
contraposée, ou par I’absurde.
e non [P et non Q] .
Ensembles

Parties d'un ensemble
E un ensemble, A, B, C des parties de E. On dit que

o Aestinclus dans B (A C B) si tout élément de A appartient a B.
e A et B sont égaux (A = B), lorsque A C Bet B C A.

Opérations élémentaires sur les parties

e AUB={z € E|z € Aoux € B} estlaréunion de A et B.

o ANB={x € E|xz € Aetx € B} estl'intersection de A et B.

e CpA={xc E|x¢ A}, est le complémentaire de A dans E.

e A\B={z € E|x € Aetx ¢ B} estladifférence de A et B.
Propriétés des opérations élémentaires

e L’intersection est distributive sur la réunion : AN(BUC) = (ANB)U(ANC).

o Laréunion est distributive sur 'intersection : AU(BNC') = (AUB)N(AUC).

e Cg(AUB)=(CpA)n(CeB) Lois de Morgan
. CE(AOB) = (EEA) U (EEB)

J

Mathématiques

[



Fonction indicatrice d'une partie
Pour tout x € F, on note

[ 1size A 14 : E — {0,1} est la fonc-
1a(x) = { 0siz g A - tion indicatrice de A.
.].CEAzl—].A .]-A\B:]-A(lle)
e lynp=141p e lyup=14+1p—141p
Produit cartésien de deux ensembles

Soit E, F deux ensembles, le produit cartésien de E et F est [’ensemble défini
par E x F = {(z,y); « € E,y € F}. L’égalité de deux couples (x,y) et

/
(2, y') est définie par (z,y) = (2',y') = { r= :Z/

Applications

Application injective, surjective
Une application f : E — F est dite :

e injective si (V(ac,x/) € E x E), (f(x) =f@)=>2= x/) ;
e surjective si Vy € F), (3z € E); y= f(x).

Composée d'applications et injectivité, surjectivité

Soit f: E — F, g : F' — G deux applications.

e f et ginjectives = g o f injective. e go finjective = f injective.

e f et g surjectives = g o f surjective. e go f surjective = g surjective.

Application bijective

Une application f : E — F est dite bijective si elle est a la fois injective et
surjective, i.e. (Vy € F), (Alz € E); y= f(x).

Application réciproque d'une bijection
Soit f : E — F une bijection. On définit une application f~1F > E, appe-
lée application réciproque de f, par

Vw.y) € BxF { syci?*@) = { ?i?@) '

fog=1Idr Encecas,g = f ! estlap-

fhijective <= Jg: F = E go f=1Idy Plication réciproque de f.

Composée de bijections
Soit f: E — Fetg: F — G deux applications.

f et g bijectives = g o f bijective et (gof) t=fltog!



Image directe et image réciproque d'une partie

Soit f : E — F une application, A C E, B C F.
e L’image directe de A par f est le sous-ensemble de F défini par
fA) ={f(x); ze Ay ={ye F |3z e Ajy = f(z)}.
e L’image réciproque de B par f est le sous-ensemble de E défini par
-1
[ (B)={zecE| f(x) € B}.

Trigonométrie circulaire
Le cercle trigonométrique

= (OA,0M) [2n] o
e cos(z) = OH, sin(x) = OK
o tan(z) = (S;)I;((Z)) = AT 5

Valeurs remarquables

T 0| 7/6 /4 /3 [ w/2
sin(z) |0 1/2 [ v2/2 ] V3/2] 1
cos(z) [ 1] vV3/2[v2/2] 1/2 | 0
tan(z) [0 1/v/3 ] 1 V3

__ Formules fondamentales de trigonométrie circulaire

1

2 G2 _ a2 —
COS (33) + sin (a:) =1letl —I—tdn (T) = m

Propriétés de symétrie

e cos(2m+x) = cos(z) e cos(m + x) = —cos(x) ® cos(w/2+ x) = —sin(x)
e cos(—z) =cos(x) e cos(m—x)=—cos(z) e cos(m/2 —x) = sin(z)
e sin(2m + x) = sin(z) e sin(m 4+ x) = —sin(x) e sin(n/2 + x) = cos(z)
e sin(—z) = —sin(z) e sin(r —z) =sin(z) e sin(7/2 — x) = cos(z)

Formules d'addition

e cos(a+b) =cosacosb—sinasinb e cos(a—b) = cosacosb+sinasinb
e sin(a+b) =sinacosb+ cosasinb e sin(a—b) =sinacosb—cosasinb
tana + tanb tana — tanb

¢ tan(a+b) 1—tanatanbd ¢ tan(a—b) 14 tanatand

Formules de duplication

e cos(2a) = cos®a —sin?a=1—2sin’a = 2cos®a — 1

. . 2t
e sin(2a) = 2sinacosa e tan(2a) = %
—tan‘a
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Formules de linéarisation

e cosacosb= % [cos(a +b) + cos(a — b)] o cos’a = % [1 + cos(2a)]
e sinasinb = %[Cos(a —b) — cos(a + b)} o sin?a = %[1 — cos(2a)]
1

e sinacosb = ;5 [sin(a + b) + sin(a — b)]

Formules de factorisation

. cosp+cosq:2cos%cos% . cosp—cosq:—Qsin%sin%
p+q p—g

e sinp+sing =2cos E5Lsin 251 e sinp —sing = 2cosp—J2rqsinT
Nombres complexes

_ Notation algébrique des nhombres complexes

x = fRe (z) est la partie réelle

VzeC 3(z,y) €R?, z=z+iy y = Jm (z) est la partie ima-
ginaire de z.

/

_ / z, %z sont deux nombres com-

NP {%ez_%ez, i
Jmz=Tmz plexes.

e Le nombre complexe zZ = x — iy est le conjugué de z.

o Le nombre réel positif | 2| = /2Z = \/22 + y2 est le module de z.
_ Nombres complexes de module 1

0 € R, ¢ est I'exponentielle
imaginaire (pure) d’angle 0.

e = cos(0) + isin(0)

e Pour tout nombre complexe z de module 1, il existe 8 € R tel que z = '

e Pour tout couple (6,60') € R? de réels, ¢'? = ¢ = o=¢ [27]

__ BRegle de calcul pour I'exponentielle imaginaire

SO+0) _ 0 b 0,0") € R?

Formules d'Euler et de Moivre

6 —1i0 0 —1i6
_ +e . e’ —e
e cos(f) = 5 e sin(9) = 5
o (eia)n = ¢in? e (cosf+isind)" = cos(nd) + isinn(0)



Notation exponentielle d'un complexe non nul

" e i0 Forme exponentielle du
vz € C*, 3(p,0) €R™™ xR, z = pe nombre complexe non nul z.

Si z € C* s'écrit z = pew alors p est le module de z et 0 est appelé un
argument de z. On note arg (z) un argument quelconque de z.

s [ =P e e
T { arg (z) = arg (2') [27] (2,2) e C* x C

Exponentielle d'un complexe quelconque

Soit z = x + iy un complexe présenté en notation algébrique. On définit
ef ="t = T = e”(cos(y) + isin(y)).
/ 2
% x ez' _ 6z+z' (Z,Z ) eC
Racines niemes du nombre complexe 1

wn est I’exponentielle imagi-
;2T

Soitn € N, n > 2. On note wn, = e'n . naire d’angle 21
n

b 9 n—1. Up estl’ensemble des racines
Un ={wnik €Z} = {l,wn,wn,...,wn "} piemes 4o Punité.

n_l s

2, . n—1 _ k_ La somme des racines n'™®*
Ltwntwp+ - Fwn == Z wn =0 de ’unité est nulle.
k=0

Racines niemes d'un complexe

L’ensemble des n racines n'“™* de o € C* est :

k 2 —1
. arga . arg a427 . arga+2(n—1)w
— {lae T Yl T Vel T

carga

ol ¢y est une solution particuliere de 2™ = a, par exemple (p = ¥/|al e’ n

Equations polynomiales de degré 2

bt s (a,b,c) € C*xCxC, 3§
— est ’'une des racines carrées
2a (complexes) de A = b? — 4ac.

azz—l—bz—i-c:O = z=

Systéme somme-produit

Soit (o, p) € C2. Alors le couple (21, z2) est solution du systeme { @ ¥ 2= ‘;

si et seulement si z; et zo sont les solutions de 1’équation 22— oz + p=0.
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Nombres complexes et géométrie

Soit R = (O, €1, €2) un repere orthonormé direct.

o Au point M (%) 5, on associe son affixe, le nombre complexe z = x + iy.

o Az = x + iy, on associe son image dans le plan, le point M) -

e [’application z — z + w correspond a la translation du vecteur d’affixe u.
e L’application z — Z correspond a la réflexion par rapportl’axe des abscisses.
e L’application z — az + b, avec a # 1 correspond a la similitude directe de

centre Q2 d’affixe w = 171)&, de rapport |a| et d’angle arg (a).

Géométrie élémentaire dans le plan

Modes de repérage dans le plan
Soit R = (0,7, 7) un repere orthonormé direct (ROND) du plan.
Pour 6 € R, on définit iy = cos(0) -7+ sin(0) - Jet vy = —sin(0) -7+ cos(9) - 7
Soit M le point de coordonnées cartésiennes (x,y) dans R : O—>M =z 14+y-J
Il existe un couple (p, 0) € R? tel que OM = p .

x = pcos(6) (p, 0) est un systeéme de coor-
y = psin(0) données polaires pour M.

Soit R = (0,7,7) et R = (2, I, .J) des ROND. Soit M € P un point du plan
tel que M (§)p, M (%) K Q@%)R Les coordonnées de M dans les reperes
R et R sont liées par les formules :

{ X = cos(9) (z — zq) + sin(92 (y —vqa) 6 = (1, 1) [2n] est une mesure
Y = —sin(0)(z — zq) + cos(d) (y —ya) de I'angle orienté entre 7et 1.

Produit scalaire et déterminant de deux vecteurs

Lorsque @ ou T est nul, on pose (4 | ¥) = Det(@, ¥) = 0. Sinon

e e produit scalaire de U et U est défini par (4 | ) = || d|| || || cos(d, D),
e le déterminant de U et U est défini par Det(u, v) = || 4] || V]| sin(«, 9).
e i et ¥ orthogonaux <= (¢ |7) =0 @,7 € P deux vecteurs du

e 7 et ¥ colinéaires <= Det (@, v) =0 plan
Expression du produit scalaire et du déterminant
Soit B = (€1, €2) une base orthonormée directe (BOND) du plan.

| 7) = u1 X v1 + ua X v2 U=u1-€+uz- e
o Det(u,7) = u1 X va —ug X v1 T=wv1-€1+v2-E



