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GQuelques-uns ont donné le nom de mathématiques
a la magie parce que par le moyen des mathématiques,
on fait des choses si surprenantes
que le peuple croit qu'il y a magie.

Antoine Furetiére




Raisonnement
et vocabulaire
ensembliste

Assertions

Une assertion mathématique est une application d’un ensemble de variables,
a valeurs dans ’ensemble a deux éléments {V, F'}. Une assertion P : E —
{V, F'} est aussi appelée une propriété des éléments de E.

Connecteurs logiques élémentaires

La négation, la disjonction, la conjonction, I’implication et I’équivalence de
deux assertions sont définies par leurs tables de vérité :

P|Q|nnP|Pou@Q |PetQ | P=Q| P << Q
VIV F Vv v v 14
V| F F 14 F F F
FlVv 14 %4 F 1% F
FI|F 1% F F 1% \%

Propriétés des connecteurs logiques élémentaires
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Quantificateurs

P, Q et R trois assertions. La
conjonction et la disjonction
sont commutatives.

La conjonction et la disjonc-
tion sont associatives.

La conjonction et la disjonc-

tion sont distributives 1'une
sur I’autre.

Les deux derniéres assertions
sont les lois de Morgan.

Les propriétés d’un ensemble E sont de I'un des deux types suivants :

o Existentiel : il existe un élément de E vérifiant P. On note 3x € E P(x).
o Universel : tous les éléments de E vérifient P. On note Vx € E P(z).
S’il existe un unique élément de E vérifiant P, on note 3! x € E, P(x).
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_ Regles de calcul pour les quantificateurs

non (Hx € E; P(a:)) (Vﬂc € E, non P(a:))
non (Vat SR P(x)) (EI:E € E; non P(m))
e Vx e E, Vy€eF, Plz,y) < Vye€ F,Vx € E,P(x,y)
drxeFE, JyeF, Plz,y) <= Ty € F, Ixe€ E,P(z,y)
Stratégies pour une implication

—
—

P :>g Ces équivalences sont utiles
(non P) ou Q pour démontrer P = Q par

non Q = non P p; s
non [ P ot non Q] . contraposée, ou par I’absurde.

Théoréme de récurrence simple
Soit P une propriété des éléments de N, et ng € N.

P(ng) est vraie
(Yn > ng), (P(n) = Pn+ 1))

Vn > ng, P(n) <= {

Théoréme de récurrence double

P(ng) et P(ng + 1) sont vraies

Vn > ng,P(n) < { (Vn > ng), (P(n) et P(n+1) = P(n+2))

Théoréme de récurrence forte

P(ng) est vraie

Vn > ng, P(n) < { (Vn >ng), (P(ng) et --- et P(n)) = P(n+1)

Ensembles

Parties d'un ensemble
E un ensemble, A, B, C des parties de E. On dit que
e Aestinclus dans B (A C B) si tout élément de A appartient a B.
e Aet B sont égaux (A = B), lorsque A C B et B C A.

__ Opérations élémentaires sur les parties

o AUB={z € E|z € Aoux € B} estlaréunion de A et B.
ANB={x € E|x € Aet x € B} est l'intersection de A et B.
CrA = {x c E| z ¢ A}, est le complémentaire de A dans E.

e A\B={zx € E|x € Aetx¢ B} estladifférence de A et B.



J

Propriétés des opérations élémentaires
e L’intersection est distributive sur la réunion : AN(BUC) = (ANB)U(ANC).
e Laréunion est distributive sur I’intersection : AU(BNC) = (AUB)N(AUC).

e Cx(AuB)=(CrA)n(CsB) Lois de Morgan
. CE(AQB) = (BEA) U (BEB)
Fonction indicatrice d'une partie

Pour tout x € F, on note

Mathématiques

(

_J l1lsize A 14 : E — {0,1} est la fonc-
La(@) _{ OSing ’ tion indicatrice de A.
.].EEAZI—].A .].A\B:lA(lf:lB)
o lynp=141p ¢ laup=1a+1p—141p

Produit cartésien de deux ensembles

Soit E, F deux ensembles, le produit cartésien de E et F est I’ensemble défini

par E x F = {(z,y); = € E,y € F}. L’égalité de deux couples (x,y) et
/

(z',y") est définie par (x,y) = (z',y") = { gz ;;

Applications

Application injective, surjective
Une application f : E — F est dite :

o injective si (V(m,x/) € Ex E), (f(m) =f@)=> 2= x/) ;

o surjective si (Vy € F), (3x € E); y = f(=).

Composée d'applications et injectivité, surjectivité

Soit f : E — F, g : F — G deux applications.
e f et g injectives = g o f injective. e go f injective = f injective.

e f et g surjectives = go f surjective. e go f surjective = g surjective.

Application bijective

Une application f : E — F est dite bijective si elle est a la fois injective et
surjective, i.e. Yy € F), 'z € E); y= f(x).

Application réciproque d'une bijection

Soit f : E — F une bijection. On définit une application f~' : F — E, appe-
lée application réciproque de f, par
eF zeFE
V(z,y) € E x F, { yer_ — { .
(=9) € ) y=f(@)

e . ) fog=idp En ce cas, g = f_1 est I'ap-
fbijective <= 3g: F = E go f=idg plication réciproque de f.



Composée de bhijections
Soit f: E — Fetg: F — G deux applications.

f et g bijectives = g o f bijective et(gof) t=flog!

Image directe et image réciproque d'une partie
Soit f : E — F une application, A C E, B C F.
e L’image directe de A par [ est le sous-ensemble de F défini par
f(A) ={f(z); z€ A} ={y € F |z € A;y = f(z)}.
e L’image réciproque de B par f est le sous-ensemble de E défini par
F(B)={z€E|f(@x) € B}.

Nous devons plutét nous fier
au calcul algebrique qu'a notre jugement.

Leonhard Euler
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Techniques
fondamentales
en algébre et analyse
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Nombres réels, calculs algébriques

Sommes et produits finis

Soit (1) ,,cN une suite de nombres réels et n € N un entier naturel. On note

n

Sn = zotam1+-tTn= D, T = >, xk la somme des xy,
k=0 0<k<n
n

P, = moxzi X Xapn= ][] o = I[1 = le produit des xy,.

k=0 ke{0,...,n}

Les propriétés d’associativité, commutativité et distributivité de la multiplica-
tion sur I’addition se généralisent aux sommes et produits finis.

n - .
Somme télescopique

Z [ak41 = ar] = ant1 —ao (ak) N une suite de réels.
k=0
La somme des n premiers (resp. carrés, cubes d’) entiers est donnée par :

n—|—1 n(n+1)(2n + 1) n?(n+1)
«D k= D D Pl e
k=1 k=1 =1
Coefficients binomiaux
Le produit des n premiers entiers est la factorielle de n. On note n! = H k.

On convient que 0! = 1.

(Z) = !

pl(n —p)!
Les coefficients du bindme sont des entiers naturels qui vérifient les propriétés
suvantes :

(=1 M=n (=65 GH=(+68) ®=

. . Coefficients du binéme
si 0 < p <net0sinon. ot (n,p) € 72



Formule du bindme de Newton

n
(a+0)" =" (Pa*b " (a,b) € C?etn € N.
k=0
Identité géométrique

n Avec b = 1, on obtient la

oML _pntl (a —b) x Z ok somme des/pre{ni.ers termes
de la suite géométrique de rai-

k=0 son a.

Systémes d'équations linéaires

L’ensemble S des solutions d’un systeme de n équations linéaires a p inconnues
(S) ne change pas si 1’on effectue sur les lignes les opérations élémentaires
suivantes :

m échanger I’ordre des lignes L; et Lj, (L; « Lj),
m multiplier la ligne L; par une constante non nulle \; € K*,  (L; « \; L;),
m ajouter a la ligne L; un multiple d’une autre L; (7 # j), (L; < L; + A\;L;).
Trigonométrie circulaire

Le cercle trigonométrique

z = (OA,0M) [27] T
e cos(z) = OH, sin(z) = OK
e tan(z) = (S::)r;((z = AT /

Valeurs remarquables

T 0] /6 /4 /3 | w/2
sin(z) [0 | 1/2 | V2/2 [ V3/2] 1
cos(w) [ 1] V3/2[~V2/2] 1/2 | 0
tan(z) [0 1/v/3] 1 V3
_ Formules fondamentales de trigonométrie circulaire
1
-2 in2 — 2 _
cos“(z) +sin“(z) =1 et 1 4 tan“(z) = co2(2)
Propriétés de symétrie
e cos(2mr+x) = cos(z) e cos(m + x) = —cos(z) e cos(n/2 + x) = —sin(x)
e cos(—z) =cos(x) e cos(m—x) = —cos(z) e cos(n/2 — x) = sin(z)
e sin(2m + z) = sin(z) e sin(m 4+ x) = —sin(z) e sin(n/2 + x) = cos(z)
e sin(—z) = —sin(z) e sin(r —x) =sin(z) e sin(n/2 — x) = cos(z)



