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Une assertion mathématique est une application d’un ensemble de variables,
à valeurs dans l’ensemble à deux éléments {V, F}. Une assertion P : E →
{V, F} est aussi appelée une propriété des éléments de E.

La négation, la disjonction, la conjonction, l’implication et l’équivalence de
deux assertions sont définies par leurs tables de vérité :

P Q non P P ou Q P et Q P ⇒ Q P ⇐⇒ Q

V V F V V V V

V F F V F F F

F V V V F V F

F F V F F V V

• P ouQ ⇐⇒ QouP
• P etQ ⇐⇒ QetP

P , Q et R trois assertions. La
conjonction et la disjonction
sont commutatives.

• (P ouQ) ouR ⇐⇒ P ou (QouR)
• (P etQ) etR ⇐⇒ P et (QetR)

La conjonction et la disjonc-
tion sont associatives.

• P et (QouR) ⇐⇒ (P etQ) ou (P etR)
• P ou (QetR) ⇐⇒ (P ouR) et (P ouR)

La conjonction et la disjonc-
tion sont distributives l’une
sur l’autre.

Algèbre et géométrie 
euclidienne

1re année
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• P ⇐⇒ non(nonP )
• non(P ou Q) ⇐⇒ (non P et non Q)
• non(P et Q) ⇐⇒ (non P ou non Q)

Les deux dernières assertions
sont les lois de Morgan.

Les propriétés d’un ensemble E sont de l’un des deux types suivants :
• Existentiel : il existe un élément de E vérifiant P . On note ∃x ∈ E P (x).
• Universel : tous les éléments de E vérifient P . On note ∀x ∈ E P (x).

S’il existe un unique élément de E vérifiant P , on note ∃! x ∈ E, P (x).

• non (∃x ∈ E; P (x)
) ⇐⇒ (∀x ∈ E, non P (x)

)
• non (∀x ∈ E, P (x)

) ⇐⇒ (∃x ∈ E; non P (x)
)

• ∀x ∈ E, ∀y ∈ F, P (x, y) ⇐⇒ ∀y ∈ F, ∀x ∈ E ,P (x, y)

• ∃x ∈ E, ∃y ∈ F, P (x, y) ⇐⇒ ∃y ∈ F, ∃x ∈ E ,P (x, y)

������
• P ⇒ Q
• (nonP ) ou Q
• nonQ⇒ nonP
• non

[
P et nonQ

]
.

Ces équivalences sont utiles
pour démontrer P ⇒ Q par
contraposée, ou par l’absurde.

E un ensemble, A,B,C des parties de E. On dit que

• A est inclus dans B (A ⊂ B) si tout élément de A appartient à B.
• A et B sont égaux (A = B), lorsque A ⊂ B et B ⊂ A.

• A ∪B = {x ∈ E| x ∈ A ou x ∈ B} est la réunion de A et B.
• A ∩B = {x ∈ E| x ∈ A et x ∈ B} est l’intersection de A et B.
• �EA = {x ∈ E| x /∈ A}, est le complémentaire de A dans E.
• A \B = {x ∈ E| x ∈ A et x /∈ B} est la différence de A et B.

• L’intersection est distributive sur la réunion :A∩(B∪C) = (A∩B)∪(A∩C).

• La réunion est distributive sur l’intersection :A∪(B∩C) = (A∪B)∩(A∪C).

• �E(A ∪B) = (�EA) ∩ (�EB)

• �E(A ∩B) = (�EA) ∪ (�EB)
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Pour tout x ∈ E, on note

1A(x) =
{

1 si x ∈ A
0 si x /∈ A .

1A : E → {0, 1} est la fonc-
tion indicatrice de A.

• 1�EA = 1− 1A
• 1A∩B = 1A 1B

• 1A\B = 1A (1− 1B)

• 1A∪B = 1A + 1B − 1A 1B

Soit E, F deux ensembles, le produit cartésien de E et F est l’ensemble défini
par E × F = {(x, y) ; x ∈ E, y ∈ F}. L’égalité de deux couples (x, y) et

(x′, y′) est définie par (x, y) = (x′, y′) ⇐⇒
{
x = x′
y = y′ .

Une application f : E → F est dite :

• injective si (∀(x, x′) ∈ E × E)
,
(
f(x) = f(x′)⇒ x = x′) ;

• surjective si (∀y ∈ F ), (∃x ∈ E) ; y = f(x).

Soit f : E → F , g : F → G deux applications.
• f et g injectives⇒ g ◦ f injective.
• f et g surjectives⇒ g ◦ f surjective.

• g ◦ f injective⇒ f injective.
• g ◦ f surjective⇒ g surjective.

Une application f : E → F est dite bijective si elle est à la fois injective et
surjective, i.e. (∀y ∈ F ), (∃!x ∈ E) ; y = f(x).

Soit f : E → F une bijection. On définit une application f−1 : F → E, appe-
lée application réciproque de f , par

∀(x, y) ∈ E × F,
{
y ∈ F
x = f−1(y)

⇐⇒
{
x ∈ E
y = f(x)

.

f bijective ⇐⇒ ∃g : F → E
f ◦ g = IdF
g ◦ f = IdE

En ce cas, g = f−1 est l’ap-
plication réciproque de f .

Soit f : E → F et g : F → G deux applications.

f et g bijectives⇒ g ◦ f bijective et (g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1
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Soit f : E → F une application, A ⊂ E, B ⊂ F .
• L’image directe de A par f est le sous-ensemble de F défini par

f(A) = {f(x) ; x ∈ A} = {y ∈ F | ∃x ∈ A; y = f(x)}.
• L’image réciproque de B par f est le sous-ensemble de E défini par

f̄
1

(B) = {x ∈ E | f(x) ∈ B}.

x ≡ (
−→
OA,
−−→
OM) [2π]

• (x) = OH , (x) = OK

• (x) =
(x)

(x)
= AT

0 1
0

1 M

A

T
K

H

x

x 0 π/6 π/4 π/3 π/2
(x) 0 1/2

√
2/2

√
3/2 1

(x) 1
√

3/2
√

2/2 1/2 0
(x) 0 1/

√
3 1

√
3

2(x) + 2(x) = 1 et 1 + 2(x) =
1
2(x)

• (2π+x) = (x)

• (−x) = (x)

• (2π + x) = (x)

• (−x) = − (x)

• (π + x) = − (x)

• (π − x) = − (x)

• (π + x) = − (x)

• (π − x) = (x)

• (π/2 + x) = − (x)

• (π/2− x) = (x)

• (π/2 + x) = (x)

• (π/2− x) = (x)

• (a+ b) = a b− a b

• (a+ b) = a b+ a b

• (a+ b) =
a+ b

1− a b

• (a−b) = a b+ a b

• (a−b) = a b− a b

• (a− b) =
a− b

1 + a b

• (2a) = 2 a− 2 a = 1− 2 2 a = 2 2 a− 1

• (2a) = 2 a a • (2a) =
2 a

1− 2 a
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• a b = 1
2

[
(a+ b) + (a− b)]

• a b = 1
2

[
(a− b)− (a+ b)

]
• a b = 1

2

[
(a+ b) + (a− b)]

• 2 a = 1
2

[
1 + (2a)

]
• 2 a = 1

2

[
1− (2a)

]

• p+ q = 2 p−q
2

p+q
2

• p+ q = 2 p−q
2

p+q
2

• p− q = −2 p−q
2

p+q
2

• p− q = 2 p+q
2

p−q
2

∀z ∈ C ∃!(x, y) ∈ R2, z = x+ iy

x = Re (z) est la partie réelle
y = Im (z) est la partie ima-
ginaire de z.

z = z′ ⇐⇒
{

Re z = Re z′
Im z = Im z′

z, z′ sont deux nombres com-
plexes.

• Le nombre complexe z̄ = x− iy est le conjugué de z.
• Le nombre réel positif |z| = √zz̄ =

√
x2 + y2 est le module de z.

eiθ = (θ) + i (θ)
θ ∈ R, eiθ est l’exponentielle
imaginaire (pure) d’angle θ.

• Pour tout nombre complexe z de module 1, il existe θ ∈ R tel que z = eiθ

• Pour tout couple (θ, θ′) ∈ R2 de réels, eiθ = eiθ
′ ⇐⇒ θ ≡ θ′ [2π]

ei(θ+θ
′) = eiθ × eiθ′ (θ, θ′) ∈ R2

• (θ) =
eiθ + e−iθ

2

• (
eiθ

)n
= einθ

• (θ) =
eiθ − e−iθ

2i

• (
θ + i θ)n = (nθ) + i n(θ)
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∀z ∈ C�, ∃(ρ, θ) ∈ R+� × R, z = ρeiθ
Forme exponentielle du
nombre complexe non nul z.

Si z ∈ C� s’écrit z = ρeiθ alors ρ est le module de z et θ est appelé un
argument de z. On note (z) un argument quelconque de z.

z = z′ ⇐⇒
{
|z| = |z′|

(z) ≡ (z′) [2π] (z, z′) ∈ C� × C�

Soit z = x+ iy un complexe présenté en notation algébrique. On définit
ez = ex+iy = exeiy = ex

(
(y) + i (y)).

ez × ez′ = ez+z′ (z, z′) ∈ C2

Soit n ∈ N, n ≥ 2. On note ωn = ei
2π
n .

ωn est l’exponentielle imagi-

naire d’angle
2π

n
.

Un = {ωkn; k ∈ Z} = {1, ωn, ω2n, . . . , ωn−1
n } Un est l’ensemble des racines

nièmes de l’unité.

1 + ωn + ω2n + · · ·+ ωn−1
n =

n−1∑
k=0

ωkn = 0 La somme des racines nièmes

de l’unité est nulle.

L’ensemble des n racines nièmes de a ∈ C� est :

S = {ζ0 ωkn; k ∈ Z} = {ζ0, ζ0 ωn, ζ0 ω2n, . . . , ζ0 ωn−1
n }

= { n
√
|a| ei a

n , n
√
|a| ei a+2π

n , . . . , n
√
|a| ei

a+2(n−1)π
n }

où ζ0 est une solution particulière de zn = a, par exemple ζ0 = n
√
|a| ei a

n .

az2 + bz + c = 0 ⇐⇒ z =
−b± δ

2a

(a, b, c) ∈ C� × C × C, δ
est l’une des racines carrées
(complexes) de Δ = b2−4ac.

Soit (σ, ρ) ∈ C2. Alors le couple (z1, z2) est solution du système
{
z1 + z2 = σ
z1 × z2 = ρ

si et seulement si z1 et z2 sont les solutions de l’équation z2 − σz + ρ = 0.
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Soit R = (O,	e1, 	e2) un repère orthonormé direct.

• Au pointM(xy)R, on associe son affixe, le nombre complexe z = x+ iy.

• À z = x+ iy, on associe son image dans le plan, le pointM(xy)R.

• L’application z �→ z + u correspond à la translation du vecteur d’affixe u.
• L’application z �→ z̄ correspond à la réflexion par rapportl’axe des abscisses.
• L’application z �→ az + b, avec a �= 1 correspond à la similitude directe de

centre Ω d’affixe ω =
b

1− a , de rapport |a| et d’angle (a).

Soit R = (O,	ı,	j) un repère orthonormé direct (ROND) du plan.

Pour θ ∈ R, on définit 	uθ = (θ) ·	ı+ (θ) ·	j et 	vθ = − (θ) ·	ı+ (θ) ·	j
SoitM le point de coordonnées cartésiennes (x, y) dansR :

−−→
OM = x ·	ı+y ·	j.

Il existe un couple (ρ, θ) ∈ R2 tel que
−−→
OM = ρ 	uθ .

x = ρ (θ)
y = ρ (θ)

(ρ, θ) est un système de coor-
données polaires pourM .

Soit R = (O,	ı,	j) et R = (Ω, 	I, 	J) des ROND. Soit M ∈ P un point du plan
tel que M(xy)R, M

(
X
Y

)
R

, Ω
(xΩyΩ)R. Les coordonnées de M dans les repères

R et R sont liées par les formules :
{
X = (θ) (x− xΩ) + (θ) (y − yΩ)
Y = − (θ)(x− xΩ) + (θ) (y − yΩ)

θ ≡ (	ı, 	I) [2π] est une mesure
de l’angle orienté entre	ı et 	I.

Lorsque 	u ou 	v est nul, on pose (	u | 	v) = (	u,	v) = 0. Sinon
• le produit scalaire de 	u et 	v est défini par (	u | 	v) = ‖ 	u‖ ‖	v‖ (	u,	v) ;
• le déterminant de 	u et 	v est défini par (	u,	v) = ‖ 	u‖ ‖	v‖ (	u,	v).

• 	u et 	v orthogonaux ⇐⇒ (	u | 	v) = 0
• 	u et 	v colinéaires ⇐⇒ (	u,	v) = 0

	u,	v ∈ 	P deux vecteurs du
plan

Soit B = (	e1, 	e2) une base orthonormée directe (BOND) du plan.

• (	u | 	v) = u1 × v1 + u2 × v2• (	u,	v) = u1 × v2 − u2 × v1
	u = u1 · 	e1 + u2 · 	e2
	v = v1 · 	e1 + v2 · 	e2
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• (S)
{
x = x0 + α t
y = y0 + β t , t ∈ R est un système d’équations paramétriques de

la droite D repérée par le pointM0

(x0y0) et le vecteur directeur 	u(αβ).
• D admet une équation cartésienne de la forme ax + by = c avec (a, b) �=
(0, 0). Un vecteur directeur de D est 	u

(−b
a
)
, un vecteur normal à D est 	n

(a
b
)
.

�����
•M ∈ D
• (

−−→
AM,	u) = 0

• (
−−→
AM | 	n) = 0.

D est la droite passant par A,
dirigée par 	u, de vecteur nor-
mal 	n.

D admet une équation normale de la forme (θ)x+ (θ)y = p.

• On appelle projeté orthogonal du pointM0 sur la droite D, l’unique point
H0 de D tel que (H0M0) est perpendiculaire à D.
• On appelle distance deM0 à D, et on note d(M0,D) la plus courte distance
entreM0 et un point de D.
Soit D la droite passant par A, de vecteur directeur 	u, de vecteur normal 	n
d’équation cartésienne ax+ by = c. Alors

d(M0,D) =M0H0 =

∣∣ (
−−−→
AM0, 	u)

∣∣
‖ 	u‖ =

∣∣(−−−→AM0 | 	n)
∣∣

‖	n‖ =

∣∣ax0 + by0 − c
∣∣

√
a2 + b2

.

Soit C un cercle du plan, H
(x0y0) un point de C.

• C a une équation de la forme x2 + y2− 2ax− 2by = c avec c+ a2 + b2 ≥ 0.
• La tangente à C enH a pour équation xx0+yy0−a(x+x0)−b(y+y0) = c.

Soit R = (O,	ı,	j,	k) un ROND de l’espace et M un point de E de coordon-
nées cartésiennes (x, y, z). On note H le projeté orthogonal de M sur le plan
P(O,	ı,	j), passant par O, dirigé par (	ı,	j) et orienté par 	k.
On pose ρ = OH , ϕ = (	ı,

−−→
OH) [2π], de sorte que

{
x = ρ (ϕ)
y = ρ (ϕ)
z = z

(ρ, ϕ, z) est un système de
coordonnées cylindriques de
M .

On pose r = OM , ϕ = (	ı,
−−→
OH) [2π], θ =

̂

(
−−→
OM,	k) ∈ [0, π] de sorte que :


