Chapitre 1

Les entiers naturels

Les nombres entiers naturels sont a la base de I’ Arithmétique, et des Mathématiques.
11 ne s’agit pas dans ce cours d’examiner « pourquoi » ils sont 1a, mais « comment » ils
adviennent. La Théorie des Ensembles, qui n’est pas présentée ici, permet de construire
un nombre entier naturel, ou nombre cardinal fini, comme étant un ensemble de car-
dinal fini. L’ axiome stipulant I’existence d’un ensemble infini conduit au théoreme : i/
existe un ensemble unique, noté N, tel que la relation x € N équivaut a la relation « x est
un nombre cardinal fini », et I’ensemble N est infini. Cette construction de I’ensemble N
exige qu’on définisse les nombres cardinaux, la relation d’ordre usuelle entre ceux-ci,
la somme de deux nombres cardinaux, puis un nombre cardinal fini et que 1’on constate
que ces derniers existent :

card@, card{@} , card{@,{@}}, card{@,{@},{@,{@}}} etc

qu’on établisse le « principe de récurrence », enfin qu’on démontre le théoréme énoncé
plus haut. Souvent on simplifie I’expression « nombre entier naturel » en 1’expression
« entier naturel ». Les entiers naturels « mathématiques » fournissent un modele des
entiers « naifs » 0,1,...,:

O=card®, 1=card{@}, 2= card{@,{@}} , 3= card{@,{@} , {@,{@}}}
qui sont tous ainsi représentés, si tant est qu’on puisse donner un sens a « tous les
entiers naifs » ; le mot « naif » étant utilisé par opposition a « mathématique ». Mais les
entiers naturels « mathématiques » représentent-ils seulement tous les entiers « naifs » ?
La puissance de I’esprit humain semble incomparable puisqu’a partir I’ensemble vide,
qui ne contient rien mais qui n’est pas rien, on construit « tout ».

Dans ce cours, on admet évidement la Théorie des Ensembles, mais en remplacant
«I’axiome de Pinfini », c’est a dire ’axiome stipulant I’existence d’un ensemble
infini, par « ’axiome de Peano ». Ce choix renverse en quelque sorte la démarche
décrite plus haut, et s’aveére plus abordable ; il permet de définir les ensembles finis,
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et de constater ensuite qu’il existe un ensemble infini. Ce sont les mathématiciens R.
Dedekind et G. Peano qui eurent I’'idée de cette axiomatique a la fin du XIX¢ siecle.

La numérotation des chapitres, sections, sous-sections, théoremes, etc. utilise les
entiers naifs.

1.1 Axiome de Peano et entiers naturels

1.1.1 Quelques rappels de Théorie des Ensembles

Bien qu’il soit hors de propos de récapituler, dans cet ouvrage, les axiomes de la
Théorie des Ensembles, il convient de rappeler que les notions de paire {a,b}, de sin-
gleton {a}, sont des concepts de base capitaux. Par exemple, un axiome de la Théorie
des Ensembles, appelé axiome de la paire, assure que quels que soient les termes a et b
de la théorie, il existe un unique ensemble X ayant la propriété :

Vx ((x €X) < (x=a ou x=Db))

Cet ensemble est la paire {a,b}, dont tout élément est a, ou est b. Lorsque a = b, cet en-
semble est le singleton {a}, dont tout élément est a. De ces concepts on peut en déduire
d’autres ; le concept de couple (x,y), de triplet (x,y,z), de graphe, de graphe fonction-
nel, de produit cartésien d’une paire d’ensembles, d’application d’un ensemble dans
un autre, etc. Par exemple, le couple (x,y) est, par définition, la paire {x, {x, y}}, le
triplet (x,y,z) est le couple ((x,y),z).

Le théoreme de Bernstein, qui sera plusieurs fois utilisé, est énoncé ci-apres et suc-
cinctement démontré.

Théoreme 1.1. Théoréme de Bernstein .
Soient deux ensembles non vide E et F pour lesquels existent les injections E — F
et F 25 E. Alors les ensembles E et F sont équipotents.

Démonstration. Considérons 1’application ¢ de I’ensemble & (E ), formé des parties
de I’ensemble E, dans lui-méme, définie par :

¢(A)=E\g(F\f(4))
Immédiatement on constate que 1’application ¢ est croissante en le sens suivant :
ACB= ¢(A) C 9 (B)

®={Ac P(E);AC@(A)} estun sous-ensemble de F (E), et la partic M = U A
Acd
de I’ensemble E est un point fixe de I’application ¢, c’est-a-dire ¢ (M) = M. On forme

alors I’application & de I’ensemble E dans I’ensemble F :

h(x)=f(x) si xeM

{h(x)} =g '(x) si x¢M
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Des considérations élémentaires conduisent au fait que 1’application # est bijective. [

1.1.2 DPL’axiome de Peano

Comme indiqué dans I’introduction, 1’axiome de I’infini de la Théorie des En-
sembles est remplacé par I’axiome de Peano. Cet axiome affirme I’existence d’un triplet
(N, 0, G) oit N désigne un ensemble, 0 un élément de cet ensemble et N — N une ap-
plication possédant les trois propriétés :

Py : Uapplication o est injective

P, : I'image de I’application G est le sous-ensemble N\ {0}, qu’on note N*.

P : tout sous-ensemble E de N ayant les deux propriétés :

{ 0cE
Vn ((n€ E) = (0 (n) €E))

est égal a I’ensemble N.
L’élément o (n) s’appelle le successeur de n. La seconde propriété de E dans P3
peut s’énoncer E est stable par ¢. La propriété P; est le « principe » de récurrence.
Revenant un instant a1’ autre option évoquée dans 1’introduction, 1’objet 0 = card @
est un élément de I’ensemble N des cardinaux finis, le plus petit, et I’application o est
définie par ¢ (n) = n+ 1, a savoir o (n) est la somme des cardinaux n et 1 = card {@}.

1.1.3 Les nombres entiers naturels
Théoreme 1.2.
Soient un triplet (é” ,a, q)) o & désigne un ensemble non vide, a l'un de ses élé-

ments, & 25 & une application, et un autre triplet (JV ,€, 6) possédant les propriétés

Py, Py et P3. Alors il existe alors une unique application N —— & vérifiant les deux
égalités :
ule)=a

uoo =Qou
Démonstration. Existence de Iapplication u. On considere 1’application :

N x&ELs W x& ¢ (n,x) = (o (n),(x))
et le sous-ensemble ¢ de @(JV X @‘") :

7= {AGQ‘Z(JVX@(") L O(A)CA et (e,a) eA}

qui n’est pas vide car il contient I’ensemble .4 x & ; ainsi G = ﬂ A est une partie de
Ac 7
A x &, non vide car elle contient (e,a), et est un élément de _# car on a de ’inclu-
sion ¢< N A) C () ¢(A), de laquelle découle I'inclusion ¢ (G) C G il vient donc
Ae g Ae g
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Iinclusion : H = {(e,a)} U¢ (G) C G. Cependant on a ¢ (e,a) € ¢ (G), de sorte que H
appartient a _¢ et donc contient G. Par suite :

G={(e;q)} U9 (G)

La premiére projection p_y (G) est égale a N. Tout d’abord e appartient a p_y (G)
car G contient (e,a). Soit n appartenant a p_y (G), ainsi existe x de & tel que (n,x)
appartienne & G; G qui est élément de ¢, donc (o (n),¢ (x)) appartient 2 G; de 1a
o (n) appartient & p_y (G). En vertu de P; on obtient p_y (G) = .A".

Pour tout nde A la tranche G, = {x € & ; (n,x) € G} est un singleton. Désignons
par E le sous-ensemble de .4 formé des éléments n tel que G, soit un singleton. Tout
d’abord démontrons que e appartient a E et pour cela considérons x tel que (e,x) soit
dans G = {(e,a)} U9 (G); or (e,x) ne peut appartenir & ¢ (G) en vertu de Py, donc
(e,x) = (e,a) et de 1a x = a; ainsi G, est le singleton {a}. donné un élément n de E,
considérons x’ et x” dans Gy, ; ainsi (o (n),x’) appartient 2 G = {(e,a)} U ¢ (G),
mais ne peut étre égal a (e,a) car o (n) # 0, donc appartient a ¢ (G). D’ou I’existence
de (p,b') dans G vérifiant I'égalité (o (n) ,x') = (o (p), @ (b)), de sorte qu’en vertu de
Py on an = p, puis simultanément (n,d’) € G et X' = @ (b'). Semblablement il existe b”
tel qu’on ait (n,b") € G et X" = @ (b"), et comme n est un élément de E, a savoir G, un
singleton, on obtient ¥’ = b", puis X' = @ (b') = ¢ (b") = x". De 1a 6 (n) appartient 2 E,
et précisément si G, = {c} alors G4(,) = {q)(c)} ; en vertu de P; on obtient E = 4.

Par suite le sous-ensemble G de .4 x & est le graphe fonctionnel de I’application
u définie par {u(n)} = G,, qui donc satisfait 1’égalité u (0) = a car G, = {a} ; I'égalité
u(o (n)) = ¢(u(n)) pour tout n de .4, est une interprétation du paragraphe précédent.

Unicité de I’application u. Considérons un couple (u/,u"") d’applications de ./ dans
& vérifiant les conditions voulues.

Le sous-ensemble E = {n € 4 ; u'(n) = u”"(n)} contient e par hypothese ; les
propriétés u' oo = @ou' et u” o6 = @ ou” conduisent immédiatement a la stabilité de
E par 0. D’ou E = ./ en vertu de P3, ¢’est-a-dire u’ = u”. O

Corollaire 1.3.

Si (AN ,e,0) et (N ,€,6") sont deux triplets possédant les propriétés Py, P; et
P;, il existe alors une unique bijection N Ly vérifiant les égalités f (e) = €' et
foo=0'of.

Ces deux triplets sont isomorphes, en tant que triplets possédant les propriétés Py,
P, et Ps.

Démonstration. Pour obtenir une unique application .4 N A vérifiant les égalités :
f(e)=¢€ et foo =0 of,onapplique le théoreme précédent au triplet

(é",a,(p) = (JV/,e/,G/)

L’application f est bijective. D’apres le théoreme précédent, il existe une (unique)
application /" %y ¥ vérifiant g(¢)=eetgoo’=0co0g.Onentire que I’application



1.2. L’ADDITION DES ENTIERS NATURELS 13

N 5Ly vérifie les égalités (go f)(e) =eet(gof)oo =00 (gof), de méme que
bien siir I’application id_s ; ainsi, en vertu de I’unicité dans le théoreme 1.2, on obtient
go f =id y.Etsimilairement fog =id 4. O

11 est donc fondé d’étudier « le » triplet (N ,0, 0'), les éléments de I’ensemble N étant
les nombres entiers naturels, ou entiers naturels, 1’é1ément 0 étant appelé zéro.

Définition 1.4. Une suite (u,),. dans un ensemble non vide & est une application
N 5 &. L’élément u (n) est trés souvent noté u,, auquel cas on dit qu’il est le terme
général de la suite.

Fait 1.5.

Le théoreme 1.2 fonde la méthode de construction par récurrence d’une suite d’ob-
Jjets. Précisément, les notations étant celle de ce théoréme, sont justifiées Uexistence et
Punicité de la suite (u,),. de &, définie par récurrence selon les formules :

uyg—=a
Ug(n) = @ (Un)

1.2 L’addition des entiers naturels

Théoreme 1.6. A
Pour tout élément m de N il existe une unique application injective N — N vérifiant

les deux égalités :
An(0)=m

Ano0=00A,

Ainsi est déterminée la loi de composition interne N x N * N définie par la
relation m+n = A, (n), appelée addition ; I’entier naturel m+ n est la somme des
entiers naturels m et n, qui en sont les termes.

L’addition admet O pour élément neutre, est commutative, associative, et tout entier
naturel est régulier. On note 1 = ¢ (0) et on nomme cet entier naturel un ; pour tout
entier naturelnona: o(n)=n+1.

Enfin, pour tout couple (m,n) d’entiers naturels on a l'implication :

(m—l—n:O):(m:Oetn:O)

Démonstration. Existence et unicité de application A,,. compte-tenu du corollaire
1.3, on applique le théoréme 1.2 au triplet :

(éa,a,(p) = (N,m,G)
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Injectivité de Uapplication A, c’est a dire régularité de tout entier naturel m.
Considérons le sous-ensemble £ de N formé des entiers naturels m tels que A, soit
injective. En vertu de I’unicité dans le théoréme 1.2, on obtient Ag = idy ; donc: 0 € E.
Soit un élément m de E ; en vertu de cette unicité, on obtient I’égalité A,y = G oAy ;

en effet :
(60Ay) (0)=0(A,(0)) = 0o (m)

(60A,)oo=00(A,00)=00(c0A,)

Comme © est injective, ainsi que A, parce que m appartient a £, 1’application composée
As(m) est injective aussi, donc o (m) appartient a E. En conséquence de P; on obtient
I’égalité E = N.

L’addition est définie par la formule : m +n = A,, (n). Comme attendu on note
1 = 6 (0). Pour tout entier naturel m on a les deux égalités :

m+0=m ; m+1=o0(m)

En effet : m+0= A, (0),et: m+1=A,(c(0)) = (An(0)) = (m).
Commutativité de I’addition. Pour tout couple (m,n) d’entiers naturels on a :

m+n=n+m

En effet, si m appartient a N, considérons le sous-ensemble E,, de N formé des entiers
naturels 7 tel qu’on ait A, (n) = A, (m). Par construction de A,, on a A, (0) = m, et on
a observé : Ag = idy ; donc : 0 € E,,. Soit n appartenant a E,, ; de mé€me on a remarqué
plus haut : Ag(,) = 0 0A,, donc:

Aoy (m) = 6 (A, (m)) = 0 (An(n)) = An(o (n))

c’est-a-dire o (n) appartient a E,,. En conséquence de Ps on obtient E,, = N.
L’entier naturel O est élément neutre de Iaddition. C’est une conséquence de la
définition et de la commutativité de 1’addition.
Composition des applications A,,. Pour tout couple (m,n) d’entiers naturels on a
les égalités :
AmoAn=A0An=Anin

En effet, I’application composée A, o A, vérifie immédiatement les deux égalités :
(AnoA,) (0)=m+n
(AmoAn) oco0=00 (AmoA,,)

En vertu de ’unicité dans le théoreme 1.2, elle est égale a I’application A,,,,.
Associativité de Uaddition. Pour tout triplet (m,n, p) d’entiers naturels on a :

m+(n+p)=(m+n)+p
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En effet, compte-tenu de la loi de composition des applications A, et de la commutati-
vité de 1’addition, on peut écrire :

m+(n+p) =m+(p+n) =An(A, (1)) = Ap(An(n)) = p+(m+n) = (m+n)+p

Enfin, soit un couple (m,n) d’entiers naturels vérifiant m+n = 0. Si on avait m # 0,
alors m appartiendrait 2 o (N) en vertu de P, ; ¢’est-a-dire, il existerait x appartenant a
N tel qu’on ait m = 6 (x) = x+ 1 ; mais alors on aurait :

O=m+n=(x+1)+n=(x+n)+1

Ainsi on obtiendrait : 0 = o (x+n), ce qui est contradictoire. On a donc m = 0; en
conséquence on a aussi n = 0, puisque ’addition est commutative. 0

Fait 1.7.
Reprenant les conditions du fait 1.5, le théoreme 1.2 justifie donc [’existence et
U'unicité de la suite (uy),. de & définie par récurrence selon les formules, qu’on ré-

écrit dorénavant :
Up=a

Upt1 =@ (un)

Corollaire 1.8. ;
Etant donné un ensemble non vide E et une application E — E, il existe une unique
suite (fu),en d’applications de E dans lui-méme ayant les propriétés :

fo=idg
Jnt1=fofa
Jpota=Fptq

L’application f, est, par définition, la ni®™® itérée de I’application E L, E. De ma-
n

—
niére intuitive f, « est » fo---o f, et est souvent notée f°".

Démonstration. On considere le triplet (5 ,a, (p) oll & = E¥ est I’ensemble des appli-
cations de E dans lui-méme, a = idg et ¢ (g) = fog. Le théoréme 1.2 et le fait 1.7
permettent d’affirmer 1’existence et I’unicité de la suite u vérifiant u,, | = fou,, dont le
terme général est noté dans ce cas f,. Ensuite, pour tout couple (p,q) d’entiers naturels
on a I’égalité :
Joote=Tptq

En effet, on considere le sous-ensemble F, = { peEN; frof,= fp+q}, pour tout entier
naturel g. Il contient 0, et est stable par ¢, grice notamment a la commutativité et
I’associativité de I’addition. ainsi, en vertu de P; on obtient I’égalité F;, = N. . ]
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Remarque 1.9.

1. Reprenant le contexte du fait 1.7, pour tout couple (n, p) d’entiers naturels on a

I’égalité :

Upip = (pop (”n)
En effet, on considere le sous-ensemble E, = { pEN; Uy, =07 (un)}, pour tout
entier naturel n. Il contient 0, et est stable par ¢, grace notamment a I’associativité de
I’addition. ainsi, en vertu de P; on obtient I’égalité E,, = N.

2. Pour tout entier naturel on a l’égalité c°" = A,,. C’est une conséquence du corol-
laire 1.8, en considérant I’ensemble des entiers naturels pour lesquels on a la propriété :
il contient O car Ag = idy et est stable par 0 car Ag(,) = G0 A,.

A cet égard, introduisons une définition commode pour exprimer la proposition 1.10
qui suit et le théoreme 1.14 plus loin. Un élément du sous-ensemble

Sp={0"(n) : peN}

est appelé suivant de # ; chacun pourra vérifier que le sous-ensemble S, des suivants de
I’entier naturel n est égal a :
{n+x; xeN}

On observe les égalités : So = N et §; = N*; la premiere parce que 0 est élément neutre
de I’addition, la seconde parce que o (N) est le sous-ensemble { p+1;pe N}.

Proposition 1.10.

Pour tout couple d’entiers naturels (m,n), il existe un unique entier naturel x tel
qu’on ait m = n—+x ou il existe un unique entier naturel y appartenant a N tel qu’on ait
n=m+y.

Ainsi m est un suivant de n ou n est un suivant de m.

Démonstration. Considérons le sous-ensemble
Em:{nEN; nGSmoumGSn}

Il contient O car m appartient a Sp. Soit n appartenant a E, ; dans le cas ou n est un
suivant de m, I’entier naturel n+ 1 en est un aussi ; dans le cas ol m est un suivant de n,
soitm =n, etalorsn+1=m+1, ainsi n+ 1 est un suivant de m ; soit il existe x, x € N,
tel qu’on aitm =n+ o (x), et alors on a les égalités m =n+ (x+ 1) = (n+ 1) 4 x, ainsi
m est un suivant de n+ 1. En tout état de cause, n+ 1 appartient a £, ; d’ou : E,,, = N.
L’unicité de x si m appartient a S,,, ou celle de y si n appartient a S, est immédiate
car tout entier naturel est régulier pour I’addition. O

Définition 1.11. Etant donné un couple (m,n) d’entiers naturels, si 7. est un suivant de
n I’unique entier naturel d vérifiant m = n+d s’appelle la différence de m et de n, et
se note m — n. Lorsque m appartient a N* = §y, on peut considérer la différence m — 1,
appelé aussi ’antecesseur de m.



