Chapitre 1

Suites numériques

Problématique

..M. Fourier avait l'opinion que le but
principal des mathématiques était
['utilité publique et l'explication des
phénomenes naturels.

C.G.JJacobi (1804-1851)

© Modélisations de phéno-
menes discrets et approxi-
mations de nombres.

Points incontournables

@® Raisonnement par récurrence, comportement d'une suite
numérique, opérations et propriétés sur les limites de suites.



1 L’ESSENTIEL

Raisonnement par récurrence

On envisage de démontrer une propriété que I'on note P pour
n e N . La1étape est de vérifier si P estvraie (initialisation) ;
la 2¢ étape est de supposer P_vraie et de démontrer que P est

. z 2z o,z n n+
vraie (hérédité).
Exemple Soit la suite (u ) tellequeu =2etu _=2u —1.

n [ n+1 n

Démontrons par récurrence pour tout ne N,u, =2"+1.
Pourn=0,onau_ =2et 2°+1=1+1=2, donc la propriété est
vérifiée pourn=o.

neN . Alors,
+1. La propriété est

Supposons la propriété vraie pour
_ _ n o o

un+1—2un—1—2(2 +1)—1—2 +2-1=2

doncvraieaurangn+1.

On conclut que pourtout neN, u, =2"+1.

Comportement global
d’une suite numérique
Soit () une suite numérique et (M,m)eR* .

(i) (u”) est croissante (respectivement décroissante) si pour
tout neN , u_>u (respectivementuy <u ). (u)est monotone
lorsqu'elle croissante ou décroissante.

1

(i) (un) estmajorée par M (respectivement minorée par m) si pour
tout neN ,u <M (respectivementu >m). (u ) estbornéesielle est
a la fois majorée et minorée.

. 101 1
Exemples 1) Soit u, =1+—+—+...+—.
2 2 !

2
Ona:

Lasuite (4) est donc majorée par 2.

2) Soit (vn) une suite croissante alors on a vzv.la suite (vn) est
doncminorée parv,_.

-
A retenir

Le raisonnement par récur-
rence est aussi appelé
« axiome » qui est une
propriété admise au départ
d'une théorie (non démon-
trée). Les axiomes sont le
fondement d'une théorie.
On parle des « axiomes
d'Euclide » en géométrie.
Les théoremes et propriétés
sontdes résultats déduits des
axiomes.



Limites de suites
Soit(u) (v) deux suites numériques et (/,")ERZ .

(i) Ondit que (u,) admet pour limite | (ou converge vers [) lorsque
tout intervalle ouvert contenant / contient tous les termes de (u)

apartird'un certainrang. On note: lim u,=/.
n—>+o0

(i) On dit que (4 ) admet pour limite += (respectivement )
lorsque toutintervalle dutype ]A;+oo[ (respectivement ]—oo;A[)
contienttous les termesde (4 )a partird'un certainrang. On note:

lim u, =+ (respectivement lim u, =—o0).Onditqu'une telle

n—>+00 n—>+00

suite diverge.

Opérations sur les limites

Dans la suite, Fl veut dire Forme Indéterminée.

Lasomme (u +v )
limy, limu, | +o0 -
I I+ +o —o
+oo +o0 +00 Fl
— —e Fl —o

. 1 1 .
Exemple Soit 4,=— et V,=——+2 ; alors limu,=0 et
n

n n—>+00

limv,=2.Doncona: limu,+v,=2.
n—>+00 n—>+0

Leproduit (u v )

limy, limu, IREXe} o e e
I'I'+o r o 40 e

o] o] o] FI FI

+co Foo Fl 400 —o0

—o foo Fl —o +oo

Exemple Soit W =’ - n*. On ne peut pas appliquer le tableau
concernant la somme de deux suites (sinon on se retrouve avec
une forme indéterminée). On réécrit W, de cette facon:

w, =h"(n=1)=u,, ol u,=n" —>+p0 et v, =n—1—>+0 .

On conclutque lim w, =+o0
n—>+o00

.
A retenir
Les formes indéterminées a
retenir sont les suivantes :

« +00—00 ;

o 0
Foox0;—;t— ».
o 0

Elles sont au nombre de 4
et a connaitre puisque vous
pourrez etre amenés a en
rencontrer dans certains
exercices.



. u
Le quotient | —

VH
limv, limu, IREe] o} +00 o
I'l'+o i o +o0 +00
Il
o) +00 FI Ea 25D
+oo o] o] FI FI

-2
Exemple Soit w,=——.0On a U,=—2 et V,=n—1—>+0  On
n—1

conclutque: w, >0

Propriétés

Théorémes de comparaison

. L .. . Aretenir
Soit(4,), (v) et (w ) trois suites numériques. Soit leR.

Lethéoréme placéala3z®ligne
du tableau est communé-

Hypptheslc? 1 Hypothése 2: Conclusion ment appelé « théoréme des
une inegalite, limites gendarmes ».
monotonie
u,<v, apartirdun lim u, =+ lim v, =+c0
certainrang n—>+0 n—>+0
u,<v, apartirdun lim v, =—o lim u,=-o0
certainrang n—>-+o0 n—>+00
5 . limu, = limw_ =/ lim v, =l
u, ;vn Sw, apartir T Fn T T Tn o Vn
d'un certain rang
(1) est croissante lim u, =1 u, <l
" n—>+00
(u ) estdécroissante lim u, = u, >l
n n—>+0

Exemples 1) Soit u, =n*—(—1)" .

Ona u,>n*—1.0r, lim n*—1=+0 . D'aprésle théoréme de
n—>+0

comparaison situé a la1¢ligne, on conclut que lim u, =+o0
n—r+0

s(r)
2)Soit t, =———~.0na |'encadrement suivant:
n

1 1 .
——<t,<— puisque pour tout neN —1SC05("3)S1.
n n

. 1 . 1
Or, lim—=1lim-—=o0
N>+ h—>+0  p

On conclut par le théoréme des gendarmes que  |im t,=0-
n—>+o0



Théorémes de convergence monotone

(i) Toute suite croissante majorée (respectivement non majorée)
converge (respectivement diverge vers +x).

(ii) Toute suite décroissante minorée (respectivement non
minorée) converge (respectivement diverge vers_,,).

(iii) Si une suite est croissante (respectivement décroissante) et
converge vers un réel | alors elle est majorée (respectivement
minorée) par|.

Exemples1) Soit u, :1+1+L2+._.+L” .Onavu (plus haut) que
2 2 2
(u) était majorée par 2. De plus,ona:

1
1 —Up = e

2
(u ) estdonc croissante. On conclut qu'elle converge.

u >0 -

2) Soit h”:l+1.0na h,>1.

n
: 101 - N
Et par ailleurs, ., —h,=——-—=———<0. Doy, (h) est
décroissante. n+1 n o n(n+1

On conclut que (h ) converge.

Comportement de la suite (4") ol e R .

(i) Si |61|<1,alors limq"=o0.

n—>+0

(i) Si g>1,alors lim g"=+o0 .
n—>+o0

(iii) Si g<—1, alors (4" n'admet pas de limite, finie ou infinie.

Exemples1) Soit u, =2",alors lim u, =+ car g=2>1.
n—>+0

1Y . 1
itv,=| —= | = =|-—<1
2) Soit v, ( \/ZJ ,alors ”_I)van 0car|ﬂ| ‘ ZI°
Formulaire sur les suites
Zk— nnt1). )Zq pourg#1. (i i i)
k=1
|lmL:

n—>+00 \/—

(V) peN’, lim lp=0»(v) lim \n =400 .

n—+o0 p n—>+o

wi) peN’, lim n° =+

n—r+o0

A retenir

Si g =1, la suite (q" est
constante égale a 1 (donc
convergente). Et, pour g =1,
c'est ce qu'on appelle une
suite « alternée » puisque
suivant la parité de n, elle
prend périodiquement les
valeurs1 et—1.



1 L’ESSENTIEL

o Derniére minute 6
Je me teste! L o .
Bien insister sur les théorémes de comparaison

Dire siles énoncés sont vrais ou faux et de convergence monotone. Ne pas oublier ce
. . u'est une suite géométrique et arithmétique.
e Soit(u) et (v)deuxsuites. q g q q

e Si limv,=—c0alors lim u,+v,=-0.
n—r+0 N—>+00

o Si limu,=—4 etsi (u) est décroissante
n—>+00

alorsu >-4.
e Onconsidére deuxsuites (u ) et (v ). Si(u,)

) u
et (v) convergent, alors la suite £

convergent. v,

Jelis, je consulte, je surfe

D Poursentrainer sur des exercices de sujets de Bac rangés par théme : Bruno CIOLFI, Les exos du Bac,
Paris, Ellipses, 2013.

D Des exercices et activités qui sortent de l'ordinaire pour ceux qui veulent aller plus loin : Fréderic
LAROCHE, Activité Maths Term S, Paris, Ellipses, 2012.

D Lesiteinternetassocié au livre précédent ol vous trouverez des fiches de cours et certains
exercices corrigés:
> http://laroche lycee.free fr/telecharger/TS/cahier_activites/site/activites_maths_TS.htm

D Pourceux quiveulent en savoir plus sur la modélisation de phénomeénes biologiques par les suites
etautres : Nicolas BACAER, Histoire de mathématiques et de populations, Paris, Cassini, 2008



@ Je prends des notes




1 SAVOIR-FAIRE ET COMPETENCES

Savoir mener un raisonnement par récurrence

L'objectif est de montrer qu‘a partir d'un rang n , une proposition (ou propriété) que l'on appelle
généralement P(n) est vraie.

On procéde en trois étapes :

on vérifie que P(n ) estvraie, c'est I'initialisation ;

on suppose P(n) vraie pour n >n_eton montre que P(n+1) est vraie, c'est I'hérédité;
on conclut que pour tout n > n, P(n) estvraie.

Ilesta noter qu'il faut bien respecter les trois étapes du raisonnement, ainsi que sa rédaction, sous
peine de rater sa récurrence.

Ce principe, considéré ici comme un axiome, équivaut a la propriété suivantede N :
L'ensemble N estlaseule partieAde N vérifiant:
(i) oA,

(i) pour tout entier naturel n,si €A  alors n+1€ A

Ca peut tombher !
= 3 Le conseil du pro e
. S Xg:;letrq];telque)s exemples ol le raison-
- . . par recurrence s'emploie t
— Le raisonnement par récur- > emp out
=9 el p i fia naturellement pour démontrer ces
— @ rence convient particulie propriétés « classiques » :
— 2 rement pour démontrer des ( )
— ¥ propriétés de suites définies © 1424 + _h(n+1
= ) : soctrl=—=—o
= ® par récurrence, mais pas 2
— @ seulement. D'une fagon ., ,
— @ générale, le recours & ce T+2"+...+n° =
— @ principe de raisonnement n(n+1)(2n+1
— a est le dernier réflexe a avoir OM .
= ? lorsque I'on n'a pas réussi 6
- a démontrer la propriété PenseKa‘unmoment,dfactoyigey_
= B voulue par des moyens O Lindoaliva
——@ algébriques basiques. Linégalité de Bernoulli:
Pour tout nombre réel x>0 op 4 .
(1+X)" > 14nx .
Attention au calcul de puissances !




