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Avant de chercher les solutions d’une équation 2 0ax bx c+ + = , il est impératif 
d’obtenir des renseignements sur le signe des racines (ou de leur partie réelle) ; pour 
cela il suffit de voir le signe de leur somme S b a= −  et de leur produit P c a= . 

sin côté opposé AB
hypothénuse OB

α = = ,  cos côté adjacent OA
hypothénuse OB

α = =

tan côté opposé AB
côté adjacent OA

α = =

Il faut connaître les formules de trigonométrie, en particulier : 2 2sin cos 1x x+ =
2 1 cos 2cos

2
xx +=  ; 2 1 cos 2sin

2
xx −=  ; sin 2 2sin cosx x x=

Il faut particulièrement veiller aux signes des projections. 
sur la figure : . 0x xV V u= >   et  . 0y yV V u= <

avec  x x y yV V u V u= +

Théorème de Pythagore : 2 2 2
x yV V V= +   car  

22 2|| ||V V V= =
Avec l’angle α  (pris positif), cos 0xV V α= >   et  sin 0yV V α= − <   

Le théorème de Pythagore redonne 2 2sin cos 1α α+ = . 

– dans l’écriture mathématique iu a b= +  apparaissent les 
parties réelle cosa u ϕ=  et imaginaire sinb u ϕ= , 

avec 2 2u a b= +  et arg arctan( / )u b aϕ = =  (à π  près, 

il faut en plus préciser sinϕ  ou cosϕ ) soit  tan b
a

ϕ = . 



– en physique, on préfère souvent écrire exp(i )u u ϕ=  en faisant apparaître 

directement le module u  et la phase (ou argument) ϕ . 

Rappel : 22

1 1

uu
u u

=    et   2
2 1

1

arg arg arg
u

u u
u
= −

Si 0( ) cos( )u t u tω ϕ= + , alors sur une période 2T π
ω

= , 0u< > =   et  2 2
0

1
2

u u< > =

Si 0( ) cos( )f t f tω=   et  0( ) cos( )g t g tω ϕ= + , alors 0 0
1 cos
2

fg f g ϕ< > =

Il faut savoir faire le lien entre :

– l’écriture mathématique : 0 0 0( ) ( ) ( ) ...dff x h f x h x
dx

+ = + +

– et l’écriture physique : 
0

0 0( ) ( ) ...
x x

duu x dx u x du dx
dx =

+ − = = +

Pour , | | 1x x , on a sin x x≈ , 2cos 1 / 2x x≈ − , tan x x≈ , ln(1 )x x+ ≈ , e 1x x≈ + , 

(1 ) 1x xα α+ ≈ + , 1 1
1

x
x
≈ −

+
 ; 1 1

1
x

x
≈ +

−
 ; 1 1

2
xx± ≈ ± ,… 

Et si ( , )u x y  est une fonction de deux variables, à l’ordre 1 : d d dyu uu x
x y
∂ ∂= +
∂ ∂

Le théorème de Schwarz indique que 
2 2u u

x y y x
∂ ∂=
∂ ∂ ∂ ∂

De la même manière qu’en mathématique une fonction n’est pas « équivalente à zéro », 
en physique non plus une grandeur petite ne doit être prise nulle ; si elle intervient dans 
une fonction, il suffit (en général) de prendre le premier terme non nul du 
développement limité de cette fonction. 
En revanche, à l’ordre un en ε , on a simplement [ ]. ( ) (0) '(0) ... . (0)f f f fε ε ε ε ε= + + ≈ . 

Disque : périmètre 2 rπ  ; surface 2rπ  ; élément de surface d’une couronne circulaire 
entre r  et r dr+  : 2 rdrπ . 
Cylindre : surface latérale 2 rhπ  ; volume 2r hπ  ; élément de volume d’une coquille 
circulaire entre r  et r dr+  : 2 rdrhπ . 



Sphère : surface 24 rπ  ; volume 34 / 3rπ  ; élément de volume d’une coquille sphérique 
entre r  et r dr+  : 24 r drπ . 

du type :  0 cosdx x x t
dt

τ ω+ =

L’équation étant linéaire, la solution générale est la superposition d’une solution 
générale de l’équation sans second membre (régime transitoire) et d’une solution 
particulière de l’équation générale (régime forcé).
– le régime transitoire (ou libre en l’absence d’excitation 0 cosx tω ) est solution de 

dx x
dt τ
= −  soit ( ) exp( / )tx t A t τ= −  ; ce régime transitoire tend vers zéro. 

– le régime forcé (par l’excitation) est une solution particulière recherchée sous la 
forme d’une fonction de même pulsation ω , mais déphasée (retard ϕ ), 

( ) cos( )fx t X tω ϕ= − , soit en passant en notation complexe : 

0( 1)i x xωτ + =       0

1
i xx X e

i
ϕ

ωτ
−= =

+
  d’où  0

2 21
xX
ω τ

=
+

  et  tanϕ ωτ=

NB : La détermination des constantes d’intégration doit se faire sur la solution générale 
( ) ( )t fx t x t+  ! 

2 0x xω+ =  admet comme solution : ( ) cos sinx t a t b tω ω= +   ou  ( ) cos( )x t A tω ϕ= +
2 0x xω− =  admet comme solution : ( ) e et tx t a bω ω−= +   ou  ( ) ch shx t A t B tω ω= +

du type :   cos( )ax bx cx e tω+ + =    où   dxx
dt

=    et   
2

2
d xx
dt

=

L’équation étant linéaire, la solution générale est la superposition d’une solution 
générale de l’équation sans second membre (régime transitoire) et d’une solution 
particulière de l’équation générale (régime forcé).
– le régime libre (car l’excitation cos( )e tω  disparaît) est solution de 0ax bx c+ + =

L’équation caractéristique 2 0ar br c+ + =  avec en physique les trois constantes a , b
et c  positives, conduit à / 0S b a= − ≤  et / 0P c a= ≥  d’où les deux cas : 
• si 2 4 0b acΔ = − >  (ce qui suppose un fort coefficient de frottement b ), les deux 

racines sont réelles négatives, notées 1r−  et 2r− , d’où une solution en 
exponentielles décroissantes : 1 2( ) exp( ) exp( )x t A rt B r t= − + −  appelé régime 
transitoire (car il tend vers zéro) apériodique 



M 

zu
O 

uθθ r 

z 
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y 

z 

M 

xu
yu

zu

O 

ru

• si 2 4 0b acΔ = − <  (ce qui suppose un faible coefficient de frottement b ), les 
deux racines sont complexes conjuguées à partie réelle négative, notées r i− ± Ω , 
d’où une solution (somme des 2 exponentielles complexes) oscillatoire 
d’amplitude en exponentielle décroissante : 

( ) exp( ).( cos sin )x t rt A t B t= − Ω + Ω   ou  ( )( ) exp( ).cosx t rt tα ϕ= − Ω +
ou  1 2( ) exp( ) exp( )x t r t r tβ γ= +   ( 1 2 et r r  racines complexes) 

appelé régime transitoire pseudopériodique 
À noter que dans tous les cas, le régime transitoire disparaît (tend vers zéro). Le 
régime critique est celui (un peu théorique) où 0Δ = . 

– le régime forcé (par l’excitation) est solution particulière de 
cos( )ax bx c e tω+ + =  ; elle se cherche sous la forme d’une fonction de même 

pulsation, mais déphasée (retard ϕ ) : ( ) cos( )x t X tω ϕ= − , soit en passant en 
notation complexe : 
2( )a bi c x eω ω− + + =           2

i ex X e
c a ib

ϕ

ω ω
−= =

− +
  d’où par module et argument : 

2 2 2 2( )
eX

c a bω ω
=

− +
  et  2tan b

c a
ωϕ
ω

=
−

 (à préciser par le signe de sinϕ ) 

NB : la détermination des constantes d’intégration doit se faire sur la solution générale ! 

en coordonnées cartésiennes ( , , )x y z  : grad x y z
V V VV u u u
x y z

∂ ∂ ∂= + +
∂ ∂ ∂

en coordonnées cylindriques ( , , )r zθ  : 1grad r z
V V VV u u u
r r zθθ

∂ ∂ ∂= + +
∂ ∂ ∂

à symétrie cylindrique ( r  distance de M  à Oz ) : ( )V r     grad r
dVV u
dr

=

en coordonnées sphériques, à symétrie sphérique ( r  distance de M  à O ) :  

( )V r     grad r
dVV u
dr

=

M 
ru

uϕ

uθ

ϕ

θ
r 

O 
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constante des gaz parfaits R = 8,31 J.K−1.mol−1

constante d’Avogadro NA = 6,02.1023 mol−1

constante de Boltzmann kB = R / NA = 1,38.10−23 J.K−1

masse molaire M = 29 g.mol−1

masse volumique (à 20°C sous 1 bar) ρ = MP / RT ≈ 1,2 kg.m−3

volume molaire (à 20°C sous 1 bar) Vm = RT / P ≈ 24 L.mol−1

densité particulaire (à 20°C sous 1 bar) n* = P / kBT ≈ 2,5.1025 m−3

capacité thermique molaire à volume 
constant CVm = 5R / 2 = 21 J.K−1.mol−1

capacité thermique molaire à pression 
constante CPm = 7R / 2 = 29 J.K−1.mol−1

capacité thermique massique à pression 
constante cp = 1,0 kJ.K−1.kg−1

rapport des capacités thermiques γ = CP / CV = cP / cV ≈ 1,4 

masse molaire M = 18 g.mol−1

masse volumique (liquide) ρl = 103 kg.m−3

capacité thermique de l’eau liquide c = 4,18 kJ.kg−1.K−1

densité moléculaire (liquide) n* = ρNA / M ≈ 1028 m−3

masse volumique de la glace ρg = 0,92. 103 kg.m−3

capacité thermique de la glace c = 2,1 kJ.kg−1.K−1

enthalpie massique de fusion de la 
glace à 0°C lf = Δhf  = 334 kJ.kg−1

enthalpie massique de vaporisation 
de l’eau à 100°C lv = Δhv = 2260 kJ.kg−1

vapeur : masse volumique 
capacité thermique (100 °C, 1bar) 

ρv = 0,59 kg.m–3

cp = 2,0 kJ.kg−1.K−1 

point triple TT = 273,16 K = 0,01 °C ; PT ≈ 6.10−3 bar
point critique TC ≈ 374 °C ; PC ≈ 220 atm 



Il est indispensable d’avoir revu les chapitres 4 « Les états de la matière » et 5
« Thermodynamique des systèmes » du livre de première année avant d’aborder 
celui-ci avec succès. 

1. Comment définit-on l’énergie interne U  d’un système immobile dans le référentiel 
d’étude ? 

2. Énoncer le premier principe de la thermodynamique pour une transformation 
élémentaire d’un système fermé ; commentaires. 

3. Pourquoi le premier principe est-il insuffisant ? Donner un exemple. 

4. Énoncer le second principe de la thermodynamique pour une transformation 
élémentaire d’un système fermé et commenter les notions d’entropie échangée et 
d’entropie créée. 

5. Un gaz est contenu dans un récipient fermé par un piston 
horizontal de masse m , de surface S , et mobile sans frottement ; 
la pression du gaz est P , celle de l’atmosphère extérieure .extP . 
a) Appliquer la relation fondamentale de la dynamique au piston 

mobile et la projeter sur un axe Oz  dirigé suivant la verticale 
ascendante. 

b) Traduire et interpréter la condition d’équilibre mécanique en 
donnant P  en fonction de .extP , mg  et S . 

c) AN : Calculer, à l’équilibre, la pression P  du gaz sachant que 5
. 10 PaextP =  (la 

pression atmosphérique normale) dans le cas d’un « piston lourd » en or massif : 
masse volumique 319,3 g.cmρ −=  et épaisseur 5 cmh = . En déduire une 
condition simplifiée d’équilibre mécanique. 

6. Établir l’expression .extW P dVδ = −  du travail des forces de pression où .extP  est la 
pression extérieure (atmosphère, poids, opérateur,…) s’exerçant par exemple sur le 
piston mobile (le prendre vertical ici avec un déplacement suivant Ox ) d’une 
enceinte contenant un gaz. Par quel système ce travail est-il reçu ? 

7. Comment en déduit-on le travail reçu par le gaz et sous quelles conditions à préciser 
peut-on affirmer que ce dernier vaut W PdVδ = −  où P  est la pression du gaz ? 

8. Donner le travail des forces de pression lors d’une transformation isochore, puis 
monobare, puis isobare (mécaniquement réversible), puis isotherme (mécanique-
ment réversible) d’un gaz parfait. 

g m

gaz



9. Pour un système décrivant un cycle mécaniquement réversible, représenté dans un 
diagramme de Clapeyron, interpréter graphiquement le travail des forces de pression 
reçu par ce système. 

10. Vu la définition de l’énergie interne, de quelles variables thermodynamiques 
dépend-elle ? Définir la capacité thermique à volume constant pour un corps 
quelconque. 

11. Décrire le dispositif de la détente de Joule Gay-Lussac. Quelle grandeur se 
conserve ? Quel est l’effet thermique expérimental sur les gaz réels ? Que constate-t-
on pour un gaz parfait ? 

12. Dans cette question, le seul travail reçu est celui des forces de pression. Que donne 
le premier principe pour une transformation isochore ? Pour une transformation 
monobare entre deux états d’équilibre ? En déduire la notion d’enthalpie. Quelle est 
la variation de la fonction d’état la plus adaptée pour déterminer un transfert 
thermique ? 

13. Donner la définition de la capacité thermique à pression constante d’un fluide réel, 
puis des capacités thermiques à pression constante molaire et massique. 

14. Comment s’exprime simplement la notion d’énergie interne pour une phase 
condensée indilatable ? La notion d’enthalpie pour une phase condensée 
incompressible ? Que peut-on dire des capacités thermiques à volume constant et à 
pression constante dans le cas d’une phase condensée incompressible et indilatable ? 

15. Qu’appelle-t-on identité thermodynamique pour U  ? Comment se simplifie-t-elle 
dans le cas d’une phase condensée ? Donner alors l’expression de la variation 
d’entropie 2 1S S SΔ = −  entre deux états 1 et 2 et commenter. Comment trouver 
l’entropie créée lors d’une transformation ? 

16. Déduire de l’identité thermodynamique pour U  celle pour H  ? Comment trouver 
l’entropie créée lors d’une transformation ? 

17. Reprendre le dispositif de la détente de Joule Gay-Lussac vu à la question 11. Que 
constate-t-on pour un gaz parfait ? En déduire la 1ère loi de Joule. 

18. Montrer que pour un gaz parfait, l’enthalpie H  ne dépend que de la température (2e

loi de Joule). 

19. Établir la relation de Mayer existant entre les capacités thermiques à volume 
constant et à pression constante pour un gaz parfait. 


