
�������� �

����������	��
 � ������
� ����
� ���������


Sauf exceptions explicitement signalées, tous les anneaux considérés dans ce livre seront

des anneaux commutatifs et unitaires (c’est–à–dire dotés d’un neutre multiplicatif distinct

du neutre additif) et tous les corps étudiés seront commutatifs.

Nous donnons dans ce chapitre quelques rappels de premier cycle et résultats concernant

des structures sur lesquelles porte cet ouvrage : anneaux et corps; et quelques notions sur

les polynômes. Le lecteur pourra aussi consulter son cours de premier cycle favori.

1. Anneaux et corps
1.1 Généralités

Proposition I.1 [et définition]. — ���� � �� ������	

� ���� � � �	

� 
� ��� ��� �� �
� �� �����
� �� � 
�� �� 
�������� 
�� ��� � ��� � ��	

� 
� ��� ��� � �
� �����
���� ���
��� � ����� �� �����
�	 �������� �
� ����


������ � �� �� ���� ���	

� ����
����� ���� ��
 éléments inversibles �� �� ���� �� �� ���������������

�
� �� ������� ������� groupe des unités de �	

Preuve � Soient � un élément inversible de � et �� et ��� deux inverses de �. Alors

��� � ���
�� � �������� � �������� � ���� � ��.

���� est non vide (car �� � ����� et la multiplication définit bien une loi de composition

interne dans ���� puisque clairement, si ��� �� � �����, ������ est un inverse de ��.

Evidemment cette loi est associative et �� est neutre pour la multiplication dans ����.

Enfin si � � ����, l’inverse ��� de � est dans ���� (son inverse est �), donc ��� est le

symétrique de � dans ������ ��.

EXEMPLE I.2. — ���� � ���� ���

Dé nition I.3. — ������ � �� � ���� �������� 	 ��� ����������� �� � ���
 �	


� ��� ��� 	 �
� �� homomorphisme d’anneaux 
�� �� 
�������� 
� �

����� 
� � ��� 	��� 
� � 	��� � 	�
� �� 	��
� � 	���	�
�� �� 	���� � ��	

�� ����� ����	� �� 	 �
� ����
 �� ������ �� �	

Propriété I.4. — ������ � �� � ���� �������� 	 ��  ������� �
�� ���������

�� � ���
 �	 !���
 	������ � ���� �� ��� � ����� �	������ � 	������	
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En effet, pour � � ����, on a :

�� � ����� � ������� � ���������� � ������� � ����������.

Proposition I.5 [et définition]. — ���� � �� ������	 
�� ���
������ ��������� ����

������������� �

��� ���� ��������� ��� ��� 
� � ��� ���������� ��� � ����� �

���� ���������� �� � ����� 
�� ���������� ��� ���� 
� �� ���� 
� �� ���������������

��� �� ������	

�� ����� ���� ����������� �� 
�� ��� � ��� �� corps	

Proposition I.6. — ���� � �� �����	 ����� � ��� �� ������ ��������	

Preuve � Tout élément de ��, étant inversible, est régulier pour le produit.

Remarquons que la réciproque de cette proposition est bien sûr fausse (� � � �), mais qu’on

verra plus tard (VII.1) qu’un anneau intègre ni est un corps.

Proposition I.7. — ���� � �� ������	 � ��� �� ����� ��� �� ��������� ��� ��� �����

�
����� 
� � ���� ��� �� �	

Preuve � Soit � un corps et � un idéal de �, avec � �� ���. Fixons � � � � ���. Alors, pour

chaque � � �, � � ������� � � . Donc � � �.

Soit � un anneau ayant ��� et � pour seuls idéaux. Pour � � ��, ��� est un idéal de � non

réduit à ���, donc égal à �. En particulier � � ���, c’est–à–dire : il existe 	 � � tel que

	� � �	 � �.

REMARQUE I.8. — �	

	 ��
�
��
�
� 	�
 �����	 �� ��
� �������	 �����

��	�	 ����

�������
	� �	 �
���
�
���
�	 �	 �����	�� �� ��� 	�	���	 �
�� 
 � ! �����	��

����� �	� ��
���	� �����		� �	 
����	 
 �� �
	Æ��	�
� ���� �� �
��� �
���
�
��

� � �
�� �	��� ���	��� ��� 	
 ���"�#	�	 ���� ��	�
 �	�
	� ��� �� �
����

Corollaire I.9. — ���� � �� �����	 ����  ������� ���� 
�������� � 
� � 
���

�� ������ � !�� ����������� ����  ������� ���� 
� ����� � 
� � 
��� �� �����

� " ��� ��#����$	 !%� 
�� ���$��� ��� � ��� �� �������� ����"	

Preuve � Ker��� est un idéal de � et comme ����� � �� �� �, il est distinct de �. Donc

(proposition précédente) Ker��� � ���.

Proposition I.10. — ���� � �� ������ ��������� � �� �����	 ���� � ��  ������&

� ���� 
�������� ��#����$ 
� � 
��� �	 $���!�" 
��������� �� corps des fractions

� �������� �� � ���� '���� ��������� �� ��  ������� ���� 
� ����� !��#����$" 
�

$���!�" 
��� �	

Preuve � On définit 	 de $���(�) dans � de la façon suivante :



 � $������, si 
 � ��� où ��� �� � ����, 	�
� � ��������������.

On vérifie alors que cette définition est légitime (i.e. que 	�
� ne dépend pas de l’écriture

en fraction choisie). En effet si 
 � ��� � �����, alors ��� � ��� dans �, donc



� 1. Anneaux et corps 3

��������� � ������ � ������ � ���������, d’où ������������ � ������������
��.

On montre aisément que � est un homomorphisme d’anneaux de ����(�) dans �, et

prolonge � : �� � �� ���� � ������ � ������������ � ����.

1.2 Anneau ��	�. Indicateur d’EULER

Proposition I.11. — ���� 	 �� ������ �	����
� 	 � 	� � � � � �� 
� 
	 �
	

� �� �

����
� 	� ��
 ���������
 
���	���
 
��� ������	
����
 �

��� � �� 	 
��� �������
 ����� ��� �
��� � � � 	 � �� �

�	� 
� �
� �� ��
������ �����
��� �� 
�	���	� ��	� �

��� 
� �
� �� ��
������ �����
��
� �� 
�	���	� ��	� �

��� 
� �
� �� �������	���� �� ������ 	������ ��	��

Preuve 
 � (3) � (2) est trivial.

� (2) � (3) : 
� est un élément régulier de l’anneau ��	� si, et seulement si, l’application


 de ��	� dans lui–même, qui à � associe �
�, est injective. L’ensemble de départ et

l’ensemble d’arrivée étant finis de même cardinal, 
 est bijective, donc surjective, et en

particulier 
� a un antécédent par 
 : il existe 
� � ��	� tel que 
�
� � 
�, soit 
� � 
���	��.

� (1) 	 (3) : D’après le théorème de Bezout, 	 est premier avec � si, et seulement si, il

existe ��� �� � �
� tel que 	� � �� � �. Or cela équivaut à : �
��� �� � �

� tel que, dans

��	�, 
� � 
	
�� 
�
� � 
�
��, soit à : (

� � ��	� t.q. 
�
� � 
�), soit à : 
� � 
���	��.

� (3) 	 (4) : �
� � 
���	��� 	 �

� � ��	� t.q. 
�
� � 
�� 	 �
� � � t.q. �
� � 
�� 	

��� � �� 
� � � t.q. �
� � 
�� 	 ��
� � ��	��
� � � t.q. �
� � 
�� 	 �
� engendre le

groupe additif ��	�).

Proposition I.12.— ���� 	 � � � 	 � 	� ��
 ���������
 
���	���
 
��� ������	
����
 �

��� 	 �
� �� ������ ������� �

���� ��	� �
� �� 	���	� �������� �

����� ��	� �
� �� ����
�

REMARQUE I.13. — Terminologie 
 ���� � ������ premier� ���� ��� ����� �� � �� ���

���� �� corps ���� �� �������� ��

Preuve 
 � (iii) � (ii) résulte de I.6.

� (ii)� (i) Si 	 n’est pas premier, 	 � �� où � � �� � � 	. Alors, dans ��	�, 
� et 
� sont

distincts de 
� et 
� � 
	 � 
�
�.

� (i)� (iii) Soit � � ���	���, � un représentant de�.	 ne divise pas � (sinon � serait nul),

donc puisque 	 est premier, 	 est premier avec �. Donc, d’après la proposition précédente,

� � 
� � 
���	��.

Dé nition I.14 [ ��������� �!EULER]. —  ��� ���� ������ �	����
 	 � �� �� ����

�� 
���
���
� ��
 ������
 �	����

 � ��

 ��� �� � � � 	 �� � � 	 � ���

!� ���"��� 
�	��
��	���� � �� �� �	�
 �� 	���
��� fonction indicatrice d’EULER �	� �
�	 � �

� � ��	� � �	�������
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Propriétés I.15. — ���� � �� �� � � �� ���� ��� �� 	
��
� �� ���	��
����
� ��

�

��� ���� ��
	�� ��
 ��
�

������� ���� ��� �� 	
��
� �� ���	��
����
� �� tout
�

��� �������� ��

�
� �� � �� ���� ��� ��

�
� �� �

��� ������� ��� �������	��

�	��
������ �� ���		��� �����

Proposition I.16. — �
�� � �	 	
��
� �
����
 �� � � �� � �	 � �

����� � �� � �����

Preuve � Comme � est premier, ��� est l’ensemble des entiers naturels � tels que

�� � � � �� et � � � � ��; son complémentaire est l’ensemble des multiples de �

compris entre 1 et ��, c’est–à–dire l’ensemble des �	, 	 compris entre 1 et ���� : il a donc

pour cardinal ����.

Théorème I.17 [EULER]. — �
�� � � � �	 �	���
 	���
��� �
�� 
 �	 �	���
 
������

�
����
 ���� ��  �

� 
���� � � ��
�� ���

Preuve � On considère l’élément 	
 du groupe ������� des éléments inversibles de

l’anneau����.D’après le théorème de Lagrange, son ordre divise����. Donc 	
���� � 	�,

soit 
���� � � �mod. ��.

REMARQUE I.18. — 
���
 ������
 � 
�� ��
��
�� ���� � � � �� �
 ���
���
�
 
��

��
 ��
��
���������� �� petit théorème de FERMAT� ���� ���� ����
���� ���
�����
 �

�
�� � �	 	
��
� �
����
� �
�� 
 �	 �	���
 
������ 	
	 ��������� ��
 ��  �

�


��� � � ��
�� ���

Théorème I.19 [des restes chinois]. — �
��	� � �� � ���! �	���
� 	���
��� � ��

premiers entre eux� "�� �		���! ����� �� ����� ���� �
	� ��
�

�����

Preuve � � étant un entier relatif, on note ���� [resp. 
���] la classe de � dans���� [resp.

���� ]. Si � � ���mod. ���, soit si ���� est divisible par ��, alors ���� est divisible

par � et par �, soit ���� � ����� et 
��� � 
����. Cela permet de définir l’application �

de ����� dans ����� ���� par :

�� � ������ ���� � ������ 
���� où � est un élément de �.

Clairement � est un homomorphisme d’anneaux. Si � � Ker��� et si � est un élément de

�, alors � est divisible par� et par �, donc par leur ��������; lequel �������� est le produit

�� puisque � et � sont premiers entre eux, donc � � 	� � 	 . Ainsi � est injective.

Donc, l’ensemble de départ et l’ensemble d’arrivée étant finis de même cardinal, � est

bijective. 	


Corollaire I.20. — �
��	� � �� � ���! �	���
� 	���
��� �����
���
� 
� �����! #� ��

premiers entre eux�  �

� ����� � ���������

Preuve � Les anneaux ����� et ���� � ���� sont isomorphes, donc les groupes

�������� et �������� ������� sont isomorphes, donc ont même ordre.
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Proposition I.21. — ���� � � � �� ������ �	����
� ���� � � ��
�� � � � ��

�� �
�
 ��

�������
 ��
�����
� 
�
 �� � �
�� ��� ��������
����� �� � �� ������� �� �	�����


�������
� �
��
 �

���� � �

�
��

�

��

�
� � �

�
��

�

��

�
�

Preuve � Raisonner par récurrence sur le nombre � de facteurs et utiliser I.16 et I.20.

Lemme I.22. — ���� � � �� �� ������ ���� ��

����� ���� ��	��� ����
��� � ��

�� �� �� �� 
��
 
��
������� ������� � � �� 
��
������� �
� 	 ������� 
� �
 �
�

� �
�����

Preuve � � Existence : Notons � � ��, et � �	 ��� 
� �����
 � � ��. On a ���� � ��, et

pour chaque � � 		�
 �� �


 ���� �� �� car � 	 �� 	 ��� ��� 	 �. Donc ��� est d’ordre �,

et � �	 ��� 
 est cyclique d’ordre �.

� Unicité : Notons � � � �
 ���� la surjection canonique. Soit � un sous–groupe

d’ordre � de ����. ������ est un sous–groupe de �, donc il existe � � � tel que

������ � ��. � � ������ � ��, donc � (est non nul et) divise �, donc �� � ��.

Il vient � � ��������� � ����� �	 ��� 
, d’où l’unicité (d’où aussi (cf. partie

"existence") le fait que � � ���).

Proposition I.23 [��
���� �� GAUSS]. — !��� � � �� � � �
�

��� �����

Preuve �Notons�� l’ensemble des entiers naturels diviseurs de�; et notons, pour � � ��,

�� le sous–groupe d’ordre � de ���� et �� l’ensemble des générateurs de �� : d’après

I.15, card���� � ����.

Si � �� ��, les éléments de �� étant d’ordre � et ceux de ��� d’ordre ��, �� et ��� sont

disjoints. Soit � � ����. Soit � l’ordre de �. D’après le théorème de LAGRANGE, � � ��.

Vu le lemme, 	 � 
� ��. Donc � � ��.

Ainsi les ��
 � � ��, forment une partition de ����. Donc

� �
�
����

card���� �
�
����

�����

Théorème I.24. — ���� � �� ������ "�� ������� �� ����� ��
���
��	���������

����
������ ������ �� �	�
 
����
 ���� ��	��� ����
��� � �� �� 
�����	���� �� � �� �	


��������� � � �� 	 	� �
�
 � 
�
�����
 ��
������
� �
��
 � �
� �� groupe cyclique�

Preuve � Pour � diviseur de �, notons �� � �� � ���� � ��, �� l’ensemble des éléments

d’ordre � de � et ���� � card����. Clairement �� � ��.

� Supposons ���� � �. Soit � � ��. Alors � � ��, par conséquent 	 � 
� �� (car

	 � 
� ���
 � 	 � 	 � � �� et ����
�
� ����

�
� �� � �). Comme � � card�	 � 
� et

card���� 	 �, il vient 	 � 
� ��. Donc �� est un groupe cyclique d’ordre �. Il a donc

exactement ���� générateurs, c’est–à–dire ���� éléments d’ordre �. Or �� � ��. Donc

���� � ����. Ainsi :
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(I) pour tout diviseur � de �, le nombre ���� d’éléments d’ordre � de � est � ou ����.

�Or les ��, � diviseur de �, forment une partition de� (car ils sont clairement disjoints, et

il résulte du théorème de Lagrange que leur union recouvre�). Donc (II) � �
�

��� ����.

�De (I), (II) et de la formule de GAUSS� �
�

��� ���� découle : pour tout diviseur� de�, le

nombre ���� d’éléments de � d’ordre � est égal à ����. En particulier ���� � ���� � �.

Donc � est cyclique. ��

1.3 Sous–corps

Proposition I.25 [et définition]. — ���� � �� ���	
� ���� � ��� 	
���� �� �� ��


���������
 
���
���
 
��� ������
�����
 �

��� � �
� ��� ����� �
� ��� 	
���� 
�
��� �	��� � �� �� �� �� �� � ���� ��


���
 �������
 	
� �����
 �� � �
� ��������� �� ���	
 �

���� � �
� �� 
��
�
���
� �� �� � � � � �� �� � � � ��� � � � �

����� � �
� �� 
��
�����	� �� ��	�� �� � � � � � 	�
 �
� �� 
��
�����	� ��

����	� �����	���
��� ���	���

 � ��� 
���
 ��� � �
� �� sous–corps �� ��

EXEMPLES I.26. — � 	
� �
 
��
�����
 �	 �� � 	
� �
 
��
�����
 �	 � �

Proposition I.27. — ���� � �� ���	
� !���� �����
������ �� 
��
����	
 �� � �
� ��


��
����	
 �� ��

Preuve � Soit �
����� une famille de sous–corps de �. � et � appartiennent à chacun des 
�,

donc à l’intersection 
 de tous les 
�. Donc 
 est non vide. Soit ��	 �� � 
 �. Pour chaque


 � � , ��	 �� � 
�
�, donc �� � � 
� et �� � 
�. Par conséquent �� � et �� appartiennent

à 
 . Soit � � 
 avec � �� �. Alors pour chaque 
 � � , � � 
� � 	�
, donc ��� � 
�.

Donc ��� � 
 .

Proposition I.28 [et définition]. — ���� � �� ���	
� ���� � ��� 	
���� �� ��

�"��
����� � ��
 
��
����	
 �� � ��� ����������� � �
� ��� ����� �� 	�

#����


� 
��
 �� �"�����
���� �� ��������� ������� � �� ������� �
� 
		���� �� 
��
����	


�� � ��������� 	
� � �

Preuve � � est non vide car � � �. Clairement, l’intersection des éléments de � est le

plus petit élément de � (au sens de �).

2. Caractéristique d’un anneau, d’un corps
2.1 La caractéristique. Ses propriétés

Dé nition I.29 [Caractéristique d’un anneau]. — ���� � �� 
���
�� $� �%�
�� ��

������ &������	&�
�� �"
���
�% �� � �
�
 � � �"
		���
���� � ���'��� 	
�

�
� � �	 ���� � ����� (����� �
� �� ����
� �� � � ���� �� �%�
�� �� ������ �
�����

�� �� �� 
���� ��� ��� (����� � ��� )���� ���� � �� �� �� � �
� ��
����� �� �� )�

������ � �
� 
		���� �
 caractéristique �� �"
���
� �� �� �� ���� � � �
�
������
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REMARQUES I.30. — 1) ����� � ����� � � �� � ��� ��	 
� ��
�
�����
 �� �

�����	 �������
�� �� ��
�
�����
 ��������� ��� ��� �	 �� ����������	��� �������
�

�� ��������������� � ���	�� �
� ����� ��	 ��������� �� �����

2) �� �����	��� �� �� ����� �����	��� ��	 ������� ����	�� �� ����������	 ���
3)  � �����
 �	 
� �
������
� �� ��� ��
�
�����
! ��� ���	��
���� 
� ����� �	 
�
�
������
� �� ��� ��
�
������ ��	 �� �"��� �����	�����	��
��

EXEMPLE I.31. — #� �����	�����	��
� �� �������
 ���� ��	 ��

Proposition I.32.— ���� � �� ������ ni	 
���
 ��������� �� � �� ��������� ����
�

�� �������� �� �	

Preuve $ Si caract(�) était nulle, Im��� serait isomorphe à � donc infini : ce qui est

absurde puisque Im��� est inclus dans � fini. La seconde affirmation résulte du théorème

de Lagrange et du fait que caract(�) est l’ordre additif de l’élément ��.

Proposition I.33. — ���� � �� ������ intègre	 
���
 ��������� �
� �� ���� ������

�� ���� �� ������ premier	

Preuve $ Comme � est intègre, le sous–anneau Im��� l’est aussi. Or Im��� est isomorphe

à �� caract����, donc �� caract���� est intègre. Donc caract(�) est � ou un nombre

premier.

Corollaire I.34. — ���� � �� ����
	 
���
 ��������� �
� �� ���� ������ �� ���� ��

������ �������	

Preuve $ Un corps est un anneau intègre...

Proposition I.35. — ���� 	 �� ������ ������� �� � �� ������ �� ����������
�����

		 
���
 �

��
� �� � ��� �
% ��� � 
� % ���

Preuve $ Soit � � &&�� 	 � �'' : alors aucun des naturels �� (� � � � � � n’est divisible par 	;

donc, puisque 	 est premier, ils sont tous premiers avec 	; donc leur produit �) est premier

avec 	; or 	 divise �)
�
� � 	�	��� � � � �	��%��; donc (théorème de GAUSS) 	 divise
�

� .

La formule du binôme de NEWTON �
% ��� �
��

���

�
� 


����� donne alors le résultat

annoncé.

2.2 Sous–corps premier d’un corps

Dé nition I.36 [*���� �������]. — �� ����
 � �
� ��� premier 
�� �� 
�������� 
��

� ��� ��
 ������� 
��
�����
 ��� ���������	

EXEMPLES I.37.— 1) � ��	 
� ����� �������� +� �,�	 	�
	 ��
�
����� �� � ���	���	
��������������	 �� ��
�
����� �� � ��������� ��� �� �
� ����	 �
	�� �
� � �
�
�"����

2) -�
� ����
� 	 � �� �� ��	 
� ����� �������� +� �,�	 ���	 � 
� ��
�
����� ��

�� � � ��	 �� ���	��
���� 
� ��
�
���
�� ����	�� �� �� � ���� .
� �� 	��������� ��
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�������� �� �� 	�
� ��� � �
��� � �� � ���� ����� 

�
������ � ��� ����� �� ���� �� ��

�� � ����� �� � �� �� ����
�� ��� ��� ������

Dé nition I.38. — ���� � �� ���	
� �����
 � 
� 
��
����	
 �� � ��������� 	��

�� � ���
��������� 
������
������ �� ���
 
�
 
��
����	
 �� �� �� ���	
 � �
� ���� 
���

�� ���	
 	������� �� 
��		�

� 
� sous–corps premier �� ��

REMARQUES I.39. — 1) � ��� �� ����� ����
�� �
� �� ��������� �
� � � ��

2) �� ����� �� ���� ���������� 
� ��� ���� ����� ��� �� �!��� ���� ����� ����
���

Proposition I.40. — ���� � �� ���	
� � 
�� 
��
����	
 	������� �� � 
�

����������
������ �� � �

� �� ���� � � � �� �
��
 � �
� �
����	�� �� � �

� �� ���� � �
� �� ������ 	������ � �� �
��
 � �
� �
����	�� �� �� �

REMARQUE I.41. — "��� ���� ��� ���� ��� � ��
� �� ��� ��������
	� � ���

��������
	�

Preuve # Reprenons l’unique homomorphisme d’anneaux de � dans �, à savoir

l’application � : � �� ��� . Deux cas se présentent :

�Si � est un nombre premier�, alors la décomposition canonique de l’homomorphisme

� fournit un isomorphisme d’anneaux �� de �� dans Im$�%. Im$�% � ��$��% est donc un

sous–corps de �, donc � est inclus dans (donc est un sous–corps de) Im$�%. Mais Im$�%,

étant isomorphe à �� , est un corps premier, donc � � Im$�%.

� Si � � �, � est injectif. Donc � se prolonge de façon unique en un homomorphisme

de corps � de � dans � (cf. I.10 : �	 � � 
 si 	 � ���
 où $�
 �% � �� �� 
 �$	% �

$���%$���%
��

). Im$�% � �$�% est donc un sous–corps de �, donc � est inclus dans

(donc est un sous–corps de) Im$�%. Mais Im$�%, étant isomorphe à� , est un corps premier,

donc � � Im$�%.

Proposition I.42. — ���� � �� ������ 	������� ���� ���	
  �� �� �������
 � �
�

�
����	�� �� �� �

Preuve # Soit � un corps fini. Il résulte de I.32 et I.34 que � = caract(�) est un nombre

premier qui divise card$�%. Si card$�% � � premier, il vient caract(�)= �. Appliquant

I.40, on voit que � est isomorphe à �� . L’égalité des cardinaux montre que � � �. Donc

� est isomorphe à �� .

3. Polynômes irréductibles

Dé nition I.43 [&��'�!��� 
����
���
(��]. — ���� 
 �� ������� !� 	�
"����� � ��


)�* �
� ��� irréductible ���
 
)�* 
�� �� 
��
����� 
�� 
�� ������ �
� 
�	������� ��

����
 �� # �� 
�
 
��

 ��$�
���
 ���
 
)�* 
��� 
�
 	�
"�����
 �� � ��� � � �$
%� ��


�
 ��
������
 �� �$
%�


