
Groupes
Chapitre 1

Le professeur de mathématiques de Niels Abel détecte 
ses aptitudes exceptionnelles et récolte des fonds 

pour permettre à son élève de suivre des cours à l’université 
d’Oslo. Le jeune prodige obtient alors une bourse 

d’études qu’il utilise pour rencontrer les plus grands 
mathématiciens de l’époque en Allemagne et en France. 
Atteint de tuberculose, il rentre en Norvège sans le sou. 

C’est au surlendemain de sa mort, à 27 ans, qu’arrive la lettre 
annonçant sa nomination à l’université de Berlin.

Abel démontre que l’équation du cinquième degré ne peut 
se résoudre par radicaux, c’est-à-dire qu’il n’existe pas 

de formule, comme pour le degré 2, donnant les solutions 
à l’aide des coef  cients. Ce résultat sera af  né par 
Évariste Galois. Il introduit une classe importante 

de fonctions appelées intégrales elliptiques. 
C’est en son honneur que les groupes commutatifs 

sont aussi appelés abéliens.

Niels Abel 
1802-1829



 Objectifs

 Les incontournables
 Connaître les propriétés des groupes
 Savoir prouver qu’une partie d’un groupe en est un sous-groupe
 Savoir calculer modulo un entier fixé
 Savoir reconnaître et classifier les groupes monogènes
 Savoir déterminer l’ordre d’un élément d’un groupe.

 Et plus si affinités…
 S’intéresser aux groupes classiques
 Utiliser des notions de théorie des groupes pour prouver des résultats en algèbre, 

en géométrie, etc.



� � �������� �� �	�
�

� ��������� �� ��	�
�

���������� 	 �� ������ ��� �� ������	� � ���
 ����� 	

 �� �
��
�
�

� 
������ �
���� � ����
����
	�� ��
��
������ ��
������ �

� �� 	

 � ��� ���
�
��
��� ����������
�� ��� � �
�� �
�� �� �� � � �� 
� � � � � �� � �� � �� � �� � ��

� �		� ��� ���
� ���� ��	������ ������ � � �� ����������
�� ���
	 ��
��� �� ��	������ � ��
 ����
�� �
� � � � � � � �
�� �
�� � � ��

� �
�� ��	������ � � � �
������ �� � �����
���� ����������
�� ���
	 ��
��� �� � � ��	 ��� �
� � �� � �� � � � ��


�����
��� ����� ������ ������� �� ������ 	
����� 	�
� ��

��� ���� �� �� ������� 
� 	������
�
� �� ��
	
�� ���������� � � �� ��� ��
�������
� � ���� �������� ��� � ��� � ��� �������
��
�������
� � 	������ �
� � 
�� ���
��
�� 	� ��

���
��� ����
������� 
� 	������� ��
� ��������������� �� ��

�� ��
	
�� 	�
�� ������� ���� 	� ��

����

���������� 	 ��� ����
� 	 �� !�
��� ��� �� ��� �� ����������� �� � 	
������		� ����
�� 	�� ������
�

�� ��
������ �


" 	 ����� ��� �
�� #



" 	 ��� ����	� �
�� �� ����������
�� � ���� �� � 	�� � � � ������
��� �� 	 #




" 	� � �����
��� �� �
�� ��	������ �� 	 ��� �� ��	������ �� 	�

����������� ����� 	 ��� 
� �

� ��

�� 	� � ��� �� ��
������ ��� 	 �
������ ����������� ��
��� �
�� �

� �

� ��� �� � 	 �	 � � � ��� ���������� !� 	 �

�������� 	 "� 	 ��� 
� �

� ��

�� 	��� ��
�� �� �
� ��	
��� ��� � �
�	 ��� 
�� �
� 	� �
��
����
�
�������� �� 	 � �
�� 	� ����� �
�� ��� 
� ��

���

����� ����� #

�� ����������
� 	� �

� ��

��� 	� � ��� 
� �

� ��

�� 	� ��


�����
�������������� ����� "
�� 
 
�� ������ 	
 ��

�� �� ������������
� 	� �

� ��� �

� 
��

��� 	� � �
������� 
 ��� 
� �

� ��

��� $���� �� ��
� ����� �

� ��

�� 	� � �
������� 
�
$� ��

�� ��������� �� ����������� �	��	
��� ��� 
�

���������� 	 ��� ����
� � �� !�
��� � ��� ��� ����
� !���������
�� 	
����� 	� �
���!�
��� ��!������
��� � ��� ��!�	 �� ��

 !���"� 	 "
�� � 
� ������ �
���	���� �������%�� 	�� ���&���
�� ��� 
�� ������ ������������� 	

��

�� 
��'
�
��� 
����


�����
��� ��#�� $����%������ �� ��� ��� �

� ��

��� 	� ���(� �
�� ��� �����%��� �� �

�
� � ��

������� � ��



� ��������	� 
	 �����	�

���������� 	 ���� ��� �� �� ������ ���� 	
�����
 �� ������� ��������� 	� 
������ �� ��� ��
���� ������ ��� ����������� � �� � ���� �� ��� ���
��� �

���� �� � ��� ��� � �� � ���������



����
����� ����� ���� � 	
 ���
����� �� ���	
�� �� ��� �� ��
� �������
�� �� � ��� 	
 ��	�����	
� �� �� ���� ��� 	
 ��	�����	
� �� ��� �� � � ��� 	
 ��	�����	
� �� ���
����� �� � �� � � � ���� � � �� ��� 	
 ��	�����	
� �� ��
�� ���� ��� 	
 ��	�����	
� �� �� �

���� ����� �� � �� 
���� �� � �
�����	��� � �� � � � ���� � 	�� ��� 	
 ��	�����	
� �� �� �

���� ��
�� �� � �� 
���� ��� � �
�� � ��� �	������� ��� �� ��	����
� ��� �� � � ��� � ��� �
������ ��� �� ��	����
� ��� ��� � � �	��

���������� 	 �� ������� ������������ 	� 
������ �� ���� ��� ��
 ���� ��� �� ��
������ ��

	
����� ��������



����
����� ����� �� � ��� 	
 ������
����� �� ���	
�� �� ���� ��� �	� ���� ���� �� ��������

�����
���	� ��� ��� 	
 ������
����� �� ���	
�� �� ���� ��� �	� ���� ����

� 
����	 ����

���������� 	 ���������� ������ 
 �� ������ �� �����
 
 � � � ��� �����
� � � � �� � � � ����

���� ���	
�� ������ 
 ��
���� �� � � 
�
 �� ���� ���
� ����



����
����� ����� �� �������
 �� �� ��
��	�
�� ���	�� 
 ��� 	
� �������
 � ���	�!���
�� �	� ��

�������� 	 ���� �� ����� "� �����	�� �� ������ �!������������ �� � � �


�� � ���� � "# � 
� "$ � �� � � � $� %
� $� 
� $� 
 & $� %
 & $ � � �� ���


"!�������� ���� ��� ���������� ���� ��� ������� �!������������ ����� �� �� ���� ��
�



����
����� ����� '�	� 
 � �� ()��� ��
� ��� 	
 �
������ (
� �� �����
�� 
 *

��
�� �#� $� � � � � 
� $� �

����� ������ ���� ��� ��� �� ��� � �� �!�� � �� �� �� � �� ��� ����� � & � �� �� & ��� +
 ��� �	�
�� �������
 �� ��� ���������� �!�� � �������
� +
 
�	� ��
� ���(
�� �	� ��
� � �
�������
 *


 & � � � & �� �,	 
 � "� �� � � "� �

� �������
� �� ��
� ��
�� ���(
� 
� ���
�
� 
�� ��� ��
�����
��
�� ��������

 !����"��� ������ -	
� �� � �������
 ��
�� ���(
��� � �
������ ��
� ��� 	
 ���	
� ����	������
� �

�������
 �� ��
�� � 	� "� ��� 	
 ���
����� �� ���	
�� �	�������� +
 � �

���� �� ���
�����
��
�
��	�� �	 �� �	�������
 ��
�
��	�� �� � !��� ��
��

�� # ���	�
�� 




� ������ �����	�
� ��� �� 
��
�
���

�������� � �� ���������	 �� �
� �
 ��

�� � ��� �
��� �
���������������� �� ���� ����
�� � �� � �� � �
����������� ��
��� �� �
�� � 

 ��	 �� ���������
� ��
� ��������� � ��� �
��� ����

�	

	 ���
�� ���� ��� �� 	
 ���	
� �� � � �� �� ��	�����	
� �
��
���� 
�� � ��� �
�� � ���� � � ���

��	������� � �� ��

�� � ��� ��� ��������� �
���
��� ��� ��������� ��� 
� ��
� ���������� �

�

��������� �
� ���������� ��������� 
� ����������
��

��	������� � �� ��

�� ���	
��� ��� 
� ��

�� �
�
����� ���	 ������������� ��� �� ��������� ��� 
�

��
� ���������� �

� ��������� �
� ���������� ��������� 
� ����������
��

��	
��	 � �� ���	
� �	
� ��� ������	� �
��
���� 
�� �� ��� �� � � � � ���� � � ��� �� ������ ��	�
���
��������
� �

���	���	
	 ������ ��� ���
������	�� �� �	
� ��
� ��� �� � �� � � 
 � ��

���	���	
	 ������ !
 ���	
� ��
��"�
� �
#
� ��� ������
$� "� ��
!
 ���	
� ������	� �� �����
�� 
 ��� ������
$� "� �	
��

���������	 ������ �� ���	
� �� � ��������� % � � � 
� ��� ����
�� 
��"���� �� �&	
���� ���
�
��
���� 
�� ������ 
	���	� ������� � ���������� '� ��� ��
� ������
$� "� �	
��

� ��	�� 	��� 
��
�
��� 	��� ������

��	������� �  
�� ��� �� 
� ��

��� !� ��� �
� ����������� � �� � ��� 
���
�� ��
 �
���
� �� ��������

�
 �

����

�� �� � ��������� ��� � ��� ��� � ���
���� ��� ��
�� ������� ��
���� �� ����������� ��

���	���	
	 ������ �� � ��� �&����� #
� � �� �� � ������
� �� 
�	��� �� �( �����( 
�	� 
 ��
� �( �

� �

�� � ��� ����

���������� 	
	�
� �� � ��� �� 	
���� 
��� ���
� ���� ��������� �� � ��� ���
�
� 
��� �� ��� �
�
�
������ ���� ����

� ������ ��	
����
��


��������� � ������ ����������� �
 �� ������ �	
����
��� �� ��� ������
��� ��� �
����
��� ��
������
��� ��� �� � � � � �� ���� ��
�
��
� ���������� ���������	
� �� ��� � � � � ���� 
��
 �� �� ��
�
���
�
�� ��� ����
���
���� �� ������ �	
����
��� �� �������� �� �����
�����

�������� � �� � ����� ������ ���� �� ����� �� �� ��
�	
����� �� ������� ��� � � ��

����	
� � ��



����������� 	
	�
� �����������	
 � � �� � ���� ��
 � ��
�

�������

���� � ����

�� �
��� �
 �	�������

�� ��	����
 ������� �� ��������	 �
�	
 
	��� ��� ��� ��� �
 �	�����	��� �� �����
�� ����
 	
 �� 
	�� �� �� 	
 ��������� �� ������

��	��
�� ���
���� ��


���������� � �
� 	��

��
�	��
 �
	�����	�	 ���� �������
	
 �	 ���

� ��� 	��
 ��
 ��	��
�

���
 ���
��������
	� �
 
���� �������� �� ����� �� ��
����� �� �
� �����	��
 ��� ������ �
� ������

	�	��
 ���������� 
�� � �������
	
 	�� 	�� 
 
 
 	� �	 ���

� ��� ��
 ��	��
� �
 �� 
�	� �	�� 	�� 
 
 
 	���
��� ������� �
� 	��

��
�	��
 �
	 �
 ��������

����������� 	
	�
� �
 ������� ��� ��	���� � �� � �	�� ���
����� ��������

���������� 	
��
� ��� ���
��	����	
� �
��
���
� ���

�������� �  ��!�� �������
� �� �� � ���� ��������
 �� ��
�"��� �
�!�� "� ��	���� ��"�� ��� #�������

�	��� �	��	���� �	
 ��� � ��	���� �� �� ������ ���$	�
���

�� � �����	
� �



�

��
�
�
�
�
�
�

� � ���������

� ������� ������� �	
	� ������
� �	�� �
	�� 
�� �� ����������� �������

��� 	� ���	��

� �������� �	�	
 ���� ������� 	�� 
�� �� ��� �� 
������ �� ���� �

� �������� �� ���������� ���� 
������

� ������� 	�� ����� �� �����
����� ���� 
����� ������

���� �
 ����� � �������� �	�� �������� �	�� �������� �	�� �������� �	���

��������� � � ����� ���������� �� ���������� ���� 
������ ��
����� �� ������� �� �������� ����� ���
������ ���� �� 
����� ���!"� ������ #��� ������ �� ���������� ���������������� �� �� �$���$�� �� ���������
�������
� ���%���� ������� �� �������� ��� �������� �� %��������� &� ��� ����� �� �� �������� 	�� ������� �� ���
%�������� ���� ����� �� 	������	�� ���� �� 
����� 
�� �� ��� �����'��� �� 
����� ���� �������������
������ ������ �� ������� ��� � � � � � � �� �
�� � �
���
� (�� �)����� �� 
����� �������	���� "� ��� ��� �� ����������� �������� #��� �����	�� 	��� ����
������� 	�� 
�� �� ��� �� 
������ �� %��� ��� ��� �������� �� ��� ������ �� �� ���� ������"������ 	�� ��
������� �� ���) ���������� �� � ���  ��� �� ��������� �� ��

� ������� ������� �	
	� ��	��������
� � �
	� ���	�� � ��� 	� ���	��

� �������� �	�	
 *��� 
�� �� �� 
������ *��� � ��� ������ �� �� ���� ������� 	��
� ��� �� �����
����� �� �� �� ���� �

� �������� �� ���������������� ��� �����
�������

� ������� 	�� � ��� �������������� ����� %������ �� �����
�������

� ������� 	�� � ��� �����
� ���� 
����� ��� �� ����$�����

� ������� 	�� � ��� �� ��+�� ���� ����$���� �� 
������ 
��� ���� 
��������������
�����
� ��������	�� ���� �����
����� ��� �� ����$������

���� �
 ����� � �������� �	�� �������� �	�� �������� �	��

��������� � � ���� ������� 	�� � ��� �� �����
����� �� � �� ��������� �� ���������������� ���
�����
������� �� %��� ������� 	�� �
, � � ����� ��� ����� -� 
��������� �� !������ 	���� �������� ����������� ������ �� ��
. � � ��� ��� �� ��� �� ��� �� 
����� � ����� %����������� ���� ������� "� ������� 	�� �� ��� ��� ���
��� �� ����������� ������� ���� � �
/ � (� �+������	�� �� ���� ��������� � �� � ��� ������ ���� � � *������� �� �����'0� ���!"� �� %����
�� �� �+������	��� &� ��Æ� ����� ��������� �� ������� 	���� ��� ���� � �

� 1� ���� ��������� ��� ���) ���������� . �� / �� ��� ����� ����������� �
�
�� 	� � ��� � � 	�� � � �

������� � ��



���� ���� �	�
� �	���
 
� ������ �� �� �	�� ���������
 ��� �� �	 ��
�� 
� ������
���� 
	�� � ���
������� �	�� ��� 	��
�� �	�� �� ��� �
�����
	��� 
� ����	
�
 �	 ��	������� �� ����������� 
� ������
�����

������� � ���� � �� ��	
�� �����
��� �� ��������� �� ����
�
 ���
�����  �� � ���� � ��� ���  !�

��� �� ������
��	� �� ������� Æ��
"� �����
#�
� � $ � �� ��� ���� ����� �� ��
�%���� 
� �
���� &���� 
	�� �� � ��� �	
� ���
 ����

�� � � &����� ��� �� Æ ��  ��� ��� � ��� ���� ����������� ����
� 
� �� � ��� ���	�� !� ����� ��� ��
���	� 
� �� ����� 
��� �� ����'�
���� 
� �&����� Æ��

������� � ���������� 
�� ��������� ���������� ��
����� 
� � 
	�� ���'�(��� ��� �� �
���� ���

��	

����� 
�� ���������� �	
 ����� ������
������� 
� ���������� 
�� ��������� ��������� �� 
� ����� 
��
��������� ��
����� ��� ����� 
�	�
#�� �� ���
�� 
�� �
������

� ������� ���	���	�� 
������ ��
� ��
������ ��
� ���
��

� �	�
��
� ����� ���� � �� �
����� ����� ��������	��)������ �� ���� 	 � �� *��


����
����
 ���


� 
� ����������� 	� �� ���� $

� �	�����
 ��� �����	���� ��������)�� 
� ����������� 	 +�����#	 ����������� 
� �����������
����
��

� ,
��)�
 ��� �
��
������ ��� ����
� ���	����� �����	��� 
� 	 �� ���� (��
� �� ����
��

�������� � �� �� �
���� ��� -��� ���� ��������� 	 �� �


� -�� ��� 
�)��� ���


�� �����'#	'
�
� ��
�	

��	�� 
� �
�����

���� �� ����� � �������� ���� �������� ����� �������� �����

������� � ���
���
 ���
�
� �� ��
��� ��� ���������� 
  

�
. �
� .

�
� �  

�
. /
! .

�
�� 
  

�
! !
. !

�

�
�� �� �
��	� ����� � ��� �
�
���� ����
������ ���� !
 ���Æ������ ���	��"���

�� �	���� 
� 
�  

�
	! .
. 	!

�
����
� ��� 
� 
 �� �� 


�  �� 
��� ���


� 
� 
 ��� 0�

����� ��� ���  	/� �� 	 $ �� � �� � ��� ����  �	/�� 
 !� 
��� � ��� 
��


� ��-���

"� ������� 
 �  

�
! /
. !

�
� �� �� ����
� �	
 ��� 
����

���� �	���� ��� $ �� � �� 
�  

�
! �
. !

�
�

1����� ���
 ���� � � .� 
� 
 ��� �� ��� ����
� ��� 
 ��� 
��


� ��-���

������� � ���� �  ������ � � 
��� � � . �� � � �� ���
���
 ���
�
� �� � �
�� �� �
��	� �� � ���
��� ����
�� ���	��"�� ��� �����
2 �� � 
 !� 	��
�� ���
 � � !� ����  �� 
 ! 
��� �� 
 !� 1����� ���


� 
� � ��� ��-���
2 �� �  ! 	��
� ��  ! ��� �� ��������� ��� �� � �� �� � ��� �

	�������� ���� ��� ���������� ���

� 
 .� 
��� � ��� 
��


� ��-��� �� � ��� 
	�������� �  ��� 	)�� � 
 �  ! �� � � .� 	��
� � ��� ��
���� ����� �����
 ��
�������� ������� ��� ��� �� � �� "� �� 
��
��� ��� ���


� 
� � ��� ���	� #	 ��

��  �����	
� �


