CHAPITRE 1

Topologie sur les espaces métriques et les espaces vectoriels
normés

LA naissance de la topologie est directement liée a I’étude des ensembles de

nombres réels. Un premier signe fut certainement la définition de la notion de
point d’accumulation par Weierstrass vers 1860 (qui démontra que tout en-
semble de nombres réels infini borné admet au moins un point d’accumulation,
résultat admis auparavant).

Ce point de vue un peu étroit tomba ensuite en désuétude. Ce n’est qu’en
1906, a force d’étudier des ensembles de plus en plus abstraits, qu’apparut
la notion de distance, introduite par Fréchet. La notion d’espace topologique
général ne naquit qu’en 1914 grace a Hausdorff qui définit la notion de voisi-
nage.

Le développement des espaces vectoriels normés (en particulier de dimen-
sions infinies) est d’abord di & Hilbert; Banach compléta largement cette
théorie dans les années 1930.

La notion d’ensemble compact, en germe des 1900, se développa avec Borel
et Lebesgue grace aux considérations liées a la théorie de la mesure.

La théorie générale des espaces topologiques n’étant pas au programme des classes de

mathématiques spéciales, nous nous limiterons a ’étude des espaces métriques. Les
curieux trouveront cependant leur compte dans les différentes remarques des parties de
cours.

En annexe, sont présentés sous forme de problemes et d’exercices :

— Le théoreme de Baire et quelques applications (annexe A).

— Quelques résultats sur les espaces de Hilbert (annexe B).
Ces curiosités ne sont pas au programme de mathématiques spéciales, mais elles consti-
tuent de forts jolies théories qui nous sont accessibles.

1. Généralités
1.1. Normes et Distances
Normes.

DEFINITION 1. Soit E un K-espace vectoriel (ou K =R ou C). Une norme sur E est une
application £ — Rtz +— [|z|| telle que

(i) On a ||z]| = 0 si et seulement si x = 0.

(ii) Pour tout A € K, pour tout x € E, [|[\z|| = |A| -

||
(iii) Pour tout (z,y) € E?, |lz 4+ y|| < ||z|| + ||y (inégalité triangulaire).
Muni d’une norme, E est appelé un K-espace vectoriel normé (en abrégé e.v.n).

Ezemple 1. — & — |x| est une norme sur R, z +— |z| est une norme sur C.
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— Dans R", en notant @ = (x1,...,x,), on a les normes classiques suivantes

2l = E |zl [lzll2 = \/ E z7, |7l = sup [z;.
. . K3
1 3

Plus généralement, pour tout a > 1, ||z, = (3, |7:]*)"* est une norme sur R"
(voir la conséquence de I'inégalité de Minkowsky, page 96).

— L’ensemble B(X, E) des applications bornées d’un ensemble X dans un e.v.n E est
un espace vectoriel normé muni de la norme || f|joc = sup,cy |f(x)| (cette norme
s’appelle norme de la convergence uniforme.)

Remarque 1. Lorsque seules les propriétés (ii) et (iii) de la définition sont vérifiées, on dit
que || - || est une semi-norme.

Distances.

DEFINITION 2. Soit £ un ensemble. On appelle distance sur E toute application d : E x
E — RT telle que :

(i) d(z,y) = 0 si et seulement si x = y.

(i) Pour tout z, y € E, d(x,y) = d(y, z) (symétrie).

(i) Pour tout z, y, z € E, d(x, z) < d(z,y) + d(y, 2) (inégalité triangulaire).
Muni d’une distance, E est appelé espace métrique.

Exemple 2. — Si Eest un e.van, d(z,y) = ||z — y|| définit une distance sur £, qui fait
de 'e.v.n E un espace métrique. Sauf mention contraire, c’est cette distance que
I’on choisit toujours dans un e.v.n.
— Sur tout ensemble F, la distance d définie par

d(z,y)=0siz=y, d(z,y)=1sia#y

est appelée distance discréte sur E. L’espace métrique (F, d) est alors appelé espace
discret.

Diamétre d’une partie, distance entre deux parties.

DEFINITION 3. Soit (E,d) un espace métrique. Si A C F, A # &, on appelle diamétre de
A I'élément de [0, +o00] défini par

5(A) = sup d(z,y).

(z.y)eA?
On dit que A est bornée si A = @& ou si §(A) < +o0.

DEFINITION 4. Soient A et B deux parties non vides d'un espace métrique (F,d). On
appelle distance de A a B le réel

d(A, B) = inf d(z,y).
e

Lorsque x est un élément de F, on appelle distance de = a A le réel

d(z, A) =d({z},A) = ;2,5 d(z,y).

Remarque 2. Attention ! Avec cette définition, Papplication d : (P(E)~{@})* (A, B) —
d(A, B) n’est pas une distance sur P(E) \ {&} (on peut avoir d(A, B) = 0 avec A # B).
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Boules et sphéres.

DEFINITION 5. Soit (E,d) un espace métrique. Pour tout 2 € F et pour tout p > 0, on
appelle

— boule ouverte de centre z de rayon p 'ensemble B(z, p) = {y € E | d(x,y) < p},

— boule fermée de centre x de rayon p ensemble Be¢(x, p) = {y € E | d(x,y) < p},

— sphére de centre x de rayon p 'ensemble S(x, p) ={y € E | d(x,y) = p}.
Lorsque E est un espace vectoriel normé (muni de la distance issue de la norme) et que
x =0, p=1, on parle de boule unité ouverte, boule unité fermée et de sphere unité.

PROPOSITION 1. Soit (E,d) un espace métrique, A une partie de E, et x € E. L’ensemble
A est borné si et seulement s’il existe r > 0 tel que A C B(x, 7).

1.2. Topologie d’un espace métrique
Sauf mention contraire, dans toute cette sous partie, (F, d) désigne un espace métrique.
Ouverts.
DEFINITION 6. Une partie  de E est dite ouverte (ou Q un ouvert) si Q = & ou si
VreQ,3p>0 tel que B(z,p) C Q.
L’ensemble des parties ouvertes de F s’appelle topologie de E.

Ezemple 3. Une boule ouverte est un ouvert. En particulier, dans R (muni de la distance
usuelle d(x,y) = |z — y|), les intervalles ouverts ]a, 5[ sont des ouverts.

PROPOSITION 2. (i) Les parties @ et E sont des ouverts.
(i) Une réunion d’ouverts est un ouvert.

(#ii) Une intersection finie d’ouverts est un ouvert.

Remarque 3. Attention, une intersection infinie d’ouverts peut ne pas étre ouverte. Par
exemple, dans R, Nyen- |—1/n,1/n] = {0} n’est pas ouvert.

Fermés.
DEFINITION 7. Une partie F de E est dite fermée (ou F un fermé) si £\ F est ouvert.

Ezemple 4. Une boule fermée est un fermé. En particulier, un singleton {2} = By(z,0)
est un fermé. Dans R, les intervalles fermés [«, 5] sont des fermés.

PROPOSITION 3. (i) Les parties @ et E sont des fermés.
(i1) Une intersection de fermés est un fermé.
(#ii) Une réunion finie de fermés est un fermé.

Remarque 4. Attention, une réunion infinie de fermés peut ne pas étre fermée. Par
exemple, dans R, U,en<[1/n,1 —1/n] =10, 1] n’est pas un fermé.

Voisinages.

DEFINITION 8. On appelle voisinage d'un élément x de E toute partie V de E contenant
un ouvert contenant . L’ensemble des voisinages de z est noté V(x).

Exemple 5. Un ouvert contenant x est un voisinage de x, une boule fermée de centre x
de rayon p > 0 est un voisinage de =x.

Remarque 5. Une réunion (resp. une intersection finie) de voisinages de z est un voisinage
de z.



10 1. TOPOLOGIE SUR LES ESPACES METRIQUES ET LES ESPACES VECTORIELS NORMES

Commentaire sur les espaces topologiques générauz.

Un espace topologique général E est défini comme étant un ensemble muni d’une partie
de P(E) dont les éléments sont appelés des ouverts et vérifient les axiomes (i), (ii) et (iii)
de la proposition 2. On définit alors les fermés comme a la définition 7 et les voisinages
comme a la définition 8.

Toutes les notions de cette partie 1.2 peuvent étre étendues aux espaces topologiques.

Il existe pour les espaces topologiques généraux une notion importante appelée la
séparation. Un espace topologique FE est dit séparé si pour tous éléments z,y € E, x # vy,
il existe V € V(x) et W € V(y) tels que VNI = &. On voit facilement que tout espace
métrique est séparé.

Adhérence.

DEFINITION 9. L’adhérence d'une partie A de E, notée A, est le plus petit ensemble fermé
contenant A.

Remarque 6. — L’ensemble A existe, c’est I'intersection des fermés contenant A.

— Une partie A est fermée si et seulement si A = A.
PROPOSITION 4. Soit A une partie de E. Un élément x de E est dans A si et seulement
si l'une des assertions suivantes est vérifiée :
(i) Ve >0,3a € A, d(a,z) <e.
(i) Pour tout voisinage V de x, VN A # @.
(i11) d(xz, A) = 0.
Ezemple 6.  — Dans R, I'adhérence de tout intervalle ouvert borné Ja, 5] est [a, 3].
— Dans un e.v.n, on a B(0,1) = B¢(0, 1), propriété fausse dans un espace métrique
général (voir lexercice 1).
— 51 A est fermé, on a

T€EA &= €A <+ d(z,A)=0.
DEFINITION 10. Une partie A de E est dite dense dans E si A = E.

Exemple 7. En utilisant la proposition précédente, on voit facilement qu'une partie A de
R est dense dans R (R étant muni de la distance usuelle) si et seulement si

(V(a,b) € R* a < b), la, b N A # @.
Par exemple, Q et R ~. Q sont denses dans R.

Intérieur.

DEFINITION 11. L’intérieur d'une partie A de F, noté A, est le plus grand ouvert contenu
dans A.

Remarque 7. — L’intérieur de A existe : c’est la réunion des ouverts contenus dans A.

— Une partie A de E est ouverte si et seulement si A = A.

o

- ——
EXA

— Pour toute partie A de E, A= Ex(ExA) et A= Ex( ).

PROPOSITION 5. Soit A une partie de E et x un élément de A. On ax € 24 st et seulement
si l'une des assertions suivantes est vérifiée.

(i) A est un voisinage de x.

(i1) 1l existe € > 0 tel que B(z,e) C A.
Ezemple 8. Dans R, Uintérieur de [«, 5] est Ja, G[; Vintérieur de Q, de R\Q, est &.
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Frontiére.

DEFINITION 12. La frontiére d'une partie A de E est I'ensemble AN A. On la note Fr(A)
(ou encore 0A).

Point d’accumulation, point isolé.

DEFINITION 13. Soit A une partie de .
— On dit que a € F est un point d’accumulation de A si pour tout voisinage V' de a,
VNA#T et VN A#{a}, ce qui s'éerit encore

(Ve > 0), B(a,e)NA# et #{a}.

— On dit que a € A est un point isolé de A §'il existe un voisinage V de a tel que
VN A= {a}, ce qui s’écrit encore

(Je > 0), B(a,e) N A ={a}.

Remarque 8. Si a est un point d’accumulation de A, alors a € A et de plus pour tout
e > 0, B(a, ) contient une infinité de points de A.

Ezemple 9. Dans R, 0 est point d’accumulation de I'ensemble {1/n,n € N*}.

Topologie induite dans un espace métrique. Soit (F,d) un espace métrique et
A C E. Une manicere bien naturelle de faire de A un espace métrique est de le munir de
la restriction de la distance d de F' & A x A. Ainsi, (A,d) est un espace métrique dont
la topologie est appelée topologie induite par (E,d). La proposition suivante permet de
caractériser les ouverts, fermés et voisinages de A par rapport a ceux de E.

PROPOSITION 6. Soit A une partie de E.
— Les ouverts de A sont les ensembles de la forme QN A, Q étant un ouvert de I.
— Les fermés de A sont les ensembles de la forme F N A, ot F est un fermé de E.
- Sia € A, les voisinages de a dans A sont les ensembles de la forme VN A, V étant
un voisinage de a dans E.

Ezemple 10. L’ensemble [0, 1] est un ouvert de A = [0,2] (on peut écrire par exemple
0,1 =]—1,1[NA).

1.3. Continuité
Applications continues.

DEFINITION 14. Soient (E,d) et (E',d’) deux espaces métriques, et f : E — E’ une
application. On dit que f est continue en a € E si pour tout voisinage W de f(a), il
existe un voisinage V' de a tel que f(V) C W. Lorsque f est continue en tout point de F,
on dit que f est continue sur E.

PROPOSITION 7. Soient (E,d) et (E',d") deuz espaces métriques, et soit f : E — E' une
application. Alors f est continue en a € E si et seulement si

(Ve > 0,3a > 0,Vz € E), (d(a,z) < a = d'(f(a), f(z)) < &).
PROPOSITION 8. Soient (E,d), (E',d"), (E",d") trois espaces métriques, et deuz appli-

cations f : E— FE etg: E' — E". Si f est continue en a € E et g continue en f(a),
alors lapplication go f : E — E" est continue en a.

PROPOSITION 9. Soit f: (E,d) — (E',d") une application. Les trois assertions suivantes
sont équivalentes.

(i) [ est continue sur E.
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(ii) L’image réciproque par f de tout ouvert de E' est un ouvert de E.
(#ii) L’image réciproque par f de tout fermé de E' est un fermé de E.

Remarque 9. Lorsque I'image de tout ouvert par f est un ouvert, on dit que f est une
application ouverte. Une application continue n’est pas forcément ouverte (considérer par
exemple une fonction constante sur R). De méme, I'image d’un fermé par une application
continue n’est pas forcément fermée. Par exemple,

f: R—>R x ’

o

1+ |z]
est continue et f(R) =] — 1, 1] n’est pas fermé.
Homéomorphismes.

DEFINITION 15. Soit une application F' : (E,d) — (E’,d’). On dit que f est un
homéomorphisme si f est bijective, continue, et si f~! est continue.

Remarque 10. Une application peut étre continue et bijective sans que l'application
réciproque ne soit continue. Par exemple, I’application identité f de (R, dq;s) dans (R, d)
(dgis désignant la distance discrete sur R, d la distance usuelle) est continue mais f~* n’est
pas continue. (Cependant, on sait que si f : (R,d) — (R,d) est continue et bijective,
alors f~! est continue. Sous certaines hypotheses de compacité, il est également possible
de conclure & la continuité de lapplication réciproque — voir la proposition 14 page 31.)

DEFINITION 16. Deux distances d et d’ sur E sont dites topologiquement équivalentes si
elles définissent la méme topologie (i. e. si les ouverts de (E,d) sont des ouverts de (E,d’)
et réciproquement).

PropoSITION 10. Deuz distances d et d' sur E sont topologiquement équivalentes si et
seulement si Uapplication identité de (E,d) sur (E,d’) est un homéomorphisme.

Remarque 11. Si d et d’ sont topologiquement équivalentes, les espaces métriques (E,d)
et (E,d’) possedent les mémes propriétés topologiques (en effet, les ouverts de ces deux
espaces métriques coincident, et il en est donc de méme pour les fermés et les voisinages).

Normes et distances équivalentes.

DEFINITION 17. — Deux normes N; et Ny sur un méme e.v E sont dites équivalentes
s'il existe a > 0 et b > 0 tels que pour tout x € E, a Ni(z) < Na(z) < bNy(z).
— Deux distances d; et dy sur E sont dites équivalentes s’il existe a > 0 et b > 0 tels
que pour tout z,y € E, ady(z,y) < do(z,y) < bdi(x,y).

Remarque 12. — Deux normes équivalentes induisent deux distances équivalentes.
— Deux distances équivalentes sont topologiquement équivalentes. Ainsi, les résultats
de nature topologiques sont indépendant du choix de I'une ou l'autre des distances.
— On verra plus loin (voir le théoreme 3 page 50) que sur un e.v de dimension finie,
toutes les normes sont équivalentes.

Applications uniformément continues.

DEFINITION 18. Une application f : (E,d) — (E',d’) est dite uniformément continue
sur F si

(Ve > 0,3a > 0,Vz,y € E), (d(z,y) < a = d'(f(2), f(y)) <e).

Remarque 13. — Une fonction uniformément continue est continue ; la nuance entre ces
deux notions est qu'une fonction uniformément continue vérifie d'(f(x), f(y)) < ¢
pour tous les couples (z,y) tels que d(x,y) < a, a étant indépendant de z, alors
que pour une fonction continue, o dépend de x. L’uniformité de cet o > 0 pour une
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fonction uniformément continue f en fait une fonction souple d’emploi. Du coup,
certains théoremes sont vrais pour les fonctions uniformément continues mais pas
pour les fonctions continues. Nous verrons cependant que toute fonction continue
sur un compact y est uniformément continue (voir le théoreme 2 page 31).

— Attention ! L’uniforme continuité n’est pas une notion topologique. Autrement dit,
la seule définition de la topologie de F et E’ ne suffit pas a définir I'uniforme conti-
nuité. En particulier, une fonction uniformément continue vis-a-vis d’une certaine
distance ne l'est pas forcément vis-a-vis d’une distance topologiquement équivalente.
Par contre, une fonction uniformément continue de (F,d;) dans (£, d), lorsqu’elle
est regardée comme une fonction de (E, dy) dans (E', d,), reste uniformément conti-
nue lorsque les distances dy,dy et d, d;, sont équivalentes, ou lorsqu’elles sont uni-
formément équivalentes (voir la définition qui suit).

Ezemple 11. — Une fonction f: (E,d) — (E',d") lipschitzienne, c’est-a-dire vérifiant
Gk >0Ve,y € E),  d(f(x), fy)) < kd(z,y),

est uniformément continue.
— La fonction f : ]0,1] — R 2 + 1/x est continue mais n’est pas uniformément
continue.

La fin de la remarque précédente motive la définition suivante.

DEFINITION 19. Deux distances d et d’ sur E sont dites uniformément équivalentes si
I'application identité est uniformément continue de (E,d) dans (F,d’) et de (F,d") dans
(E,d).

Remarque 14. Deux distances équivalentes sont uniformément équivalentes. Deux dis-
tances uniformément équivalentes sont topologiquement équivalentes.

1.4. Produit d’espaces métriques

On se donne un nombre fini n d’espaces métriques (Ey,dy),..., (E,,d,) et on pose
E = F; X --- x E,. On veut faire de F un espace métrique. Un moyen naturel est de
construire une distance d sur E a partir des distances d;. Par exemple si x = (21,...,%,)
ety = (y1,...,yn) € E, d(z,y) = maxj<i<, di(x;,y;) définit une distance sur E. Cette
distance est appelée distance produit sur E. Sauf mention contraire, c¢’est cette distance
que nous utiliserons sur un produit d’espaces métriques.

Remarque 15. — En posant

dl(x7y) = Zdz(xmyz) et d”('r?y) =
i=1

on a également affaire a des distances sur E. Ces distances sont équivalentes a la
distance produit d, car

Ve,ye B, d(z,y) <d'(z,y) < d'(z,y) < nd(z,y).

Il est donc indifférent de travailler avec I'une ou 'autre de ces distances. C’est parce
que la distance produit est plus souple d’utilisation que nous I'avons choisie.

— Au sens de la distance produit d, la boule ouverte de centre a = (ay,...,a,) de
rayon r > 0 vérifie

B(a,r) = B(ay,r) x -+ x B(ay,r).

PROPOSITION 11. 57 O4,...,0, sont des ouverts de Ey, ..., E,, le produit Oy X --- x O,
est un ouvert de E appelé ouvert élémentaire.
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Un ouvert de F n’est en général pas un ouvert élémentaire.
PROPOSITION 12. La projection d’indice i, définie par
Pry :E=FE/ x--xXE, = E; (x1,...,2,) — a;

est une application continue et ouverte (une application est dite ouverte si l'image de tout
ouvert par cette application est un ouvert).

PROPOSITION 13. Une application
f: (Fv(;) - El X X En T = f(l') = (fl(x)7 7fn(x))
est continue en a € F si et seulement si pour tout i, f; = Pr;of est continue en a.

PROPOSITION 14. Soit une application f : E = Eyx---xE, — Feta = (ay,...,a,) € E.
Pour tout 7, on note

fi: Ez—>F x’_)f(a17~"7a'i717x7ai+17"'7an)
(f; est appelée application partielle d’indice i au point a). Si f est continue en a, alors

pour tout i, l'application partielle f; est continue en a;.

Remarque 16. Attention ! La réciproque de ce dernier résultat est fausse. En d’autres
termes, il se peut que tous les f; soient continues en a; sans que f soit continue en a. Par
exemple, considérons I'application f: R? — R définie par

Yy
0,00=0 et V(x 0,0 T,Y) = .
£(0,0) (@.9) # 0.0), flry) = 7
Les applications partielles en (0,0) sont nulles, donc continues, et pourtant f n’est pas
continue en (0,0) (sinon, 'application ¢ : z +— f(z,x) serait continue — composée

d’applications continues — ce qui est faux puisque ¢(0) = 0 et @(z) = 1/2 des que
x #0).
Continuité de la distance.

PROPOSITION 15. Soit (E,d) un espace métrique. Alors lapplication distance d : E x
E — R est lipschitzienne de rapport 2, en particulier continue.

Conséquence . Soit a € E et r > 0. L’application ¢ : F — R x +— d(a,x) est continue
d’apres les deux dernieres propositions. On en déduit que Bi(a, r) = ([0, 7]) et S(a,r) =
0~ 1({r}) (sphere de centre a de rayon r), images réciproques de fermés par une application
continue, sont des fermés de F. On retrouve de méme qu’'une boule ouverte est un ouvert.

Continuité des opérations dans un e.v.n.

PROPOSITION 16. Soit E un e.v.n sur K (avec K =R ou C). Les applications
ExE—E (v,y)—ax+y e KxE—-FE (ANz)—Ax

sont continues.

Algébre normée.

DEFINITION 20. On dit qu’une norme || - || sur une K-algebre A (avec K = R ou C) est
une norme d’algébre si ||xy|| < ||z| - ||ly|| pour tout (z,y) € A% Munie d’une telle norme,
A est appelée algébre normée. L’application A x A — A (x,y) — xy est alors continue.

PROPOSITION 17. Soit A un K-e.o.n (K=R ouC) et f,g: (E,d) — A deux applications
continues en a € E. Alors les applications f+ g, \f (pour tout A € K fixé) sont continues
en a. Si A est une algebre normée, lapplication fg est continue en a.



