Chapitre 1

Nombres réels et suites
numériques

1.1 Exercices

Exercice 1. Soit f:[0,1] — [0,1] une application croissante. On se propose
de montrer que f posséde un point fixe®, pour cela on pose

A={z€[0,1] : f(z) <=x}.

1. Montrer que A posséde une borne inférieure. On note a = inf A.
2. Montrer que f(A) C A.

3. Montrer que a € A.

4. En déduire que f(a) = a.

Solution :

1. L’ensemble A est non vide, puisque 1 € A. De plus comme A est minoré
par 0 alors A posséde une borne inférieure.

2. Soit y € f(A). Alors y € [0, 1] et il existe x € A tel que y = f(x). Donc
y=fz)<w
Mais, comme f est croissante alors
fly) < flz) =y

Par suite y € A, et donc f(A) C A.

1. On appelle point fixe de f tout réel x vérifiant f(z) = x.
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3. On sait que, pour tout x € A,
a=infA<gx<1.

Donc a < 1. De plus, comme 0 est un minorant de A, alors 0 < a, car a
est le plus grand des minorants de A. Par suite a € [0, 1].
D’autre part, comme pour tout x € A,

a<ux,

alors
fla) < f(x) <=,

puisque f est croissante et x € A. Par suite f(a) minore A, et donc

fla) < a. (1.1.1)

Par conséquent a € A.

4. D’apres la question précédente, on a : a € A, et donc la question 2.
implique que f(a) € A. Par conséquent, puisque

a =inf A,

on en déduit que
a < f(a), (1.1.2)

D’ou avec (1.1.1) et (1.1.2) on obtient f(a) = a.

Exercice 2.
1. Soit A une partie non vide de R.
(a) On suppose que A est majorée par [ et qu’il existe une suite (by)n>p
d’éléments de A qui converge vers 3. Montrer que = sup A.

(b) On suppose que A est minorée par o et qu’il existe une suite (an)n>q
d’éléments de A qui converge vers a. Montrer que o = inf A.

2. Justifier Uexistence puis déterminer la borne inférieure et la borne supé-
rieure des ensembles suivants :

(a) U:{un:i—k(—l)" : nEN*}.

o+ 1
(b) V:{vn: :Il : neN}.

1

1
(c) W:{wmm:%— : n,mGN*}.
n-m
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Solution :

1. Soit A une partie non vide de R.

(a)

Comme A est majorée par 3, alors [ > sup A, puisque sup A est le
plus petit des majorants de A. De plus, puisque pour tout n > p,
b, € A, alors

Vn>p, b, <supA,

et donc, par passage a la limite on obtient
8 < sup A.

Ainsi
B =sup A.

Comme A est minorée par «, alors « < inf A, puisque inf A est le
plus grand des minorants de A. De plus, puisque pour tout n > g,
an, € A, alors

Vn > g, an, > inf A,

et donc, par passage a la limite on obtient « > inf A. Ainsi
o = inf A.

Il est clair que I'ensemble U est non vide puisqu’il contient 0 = u;
et pour tout n € N* on a :

1
u2n:1+% et u2n71:*1+2n_1-

Donc pour tout n € N* :
3
1<U,2n§§ et —1<ug,_1 <0.

Par suite, ’ensemble U est borné, puisque,

3
n € N*, —1<un<§.

Donc, sup U et inf U existent dans R et de plus

3
—1<infU <supU < 3
Or % =wuy € U, alors

supU = max U = g
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Enfin, pour tout entier naturel n > 1, on pose

1
on—1°

ap = Ugp—1 = —1+

Comme la suite (a,,) est & valeurs dans U et converge vers le mino-
rant —1, alors d’apres la question 1. (b) on en déduit que

infU = —1.

Cette borne inférieure n’est pas un minimum, puisque —1 ¢ U.

Comme 1 = vy € V, alors V est non vide. De plus la partie V' est
bornée puisque,

Vn € N, O<v,=2-—

<2,
n+1

et donc sup V et inf V existent.

Maintenant, comme la suite (v,) d’éléments de V' converge vers le
majorant 2, alors d’apres la question 1. (a), on obtient supV = 2,
et cette borne supérieure n’est pas un maximum, puisque 2 ¢ V.

D’autre part, comme (v,) est une suite croissante, alors
Vn € N, Uy > vy = 1,
ainsi
infV =minV =1.
L’ensemble W est non vide, puisqu’il contient 2 = wy et il est

bornée, puisque

1 1
Vn, m € N, 0<wpm=—+—<2
n m

ce qui justifie 'existence de sup W et inf W.
Il est clair que supW = max W = 2, puisque 2 = wy,; € W. De
plus la suite (¢,) d’éléments de W définie par

2
Vn, S N*, Cp = Wpn = —

converge vers le minorant 0, et donc la question 1. (b) donne

infWW =0.
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Exercice 3. Soient A et B deux parties de R non vides et bornées.

1. Montrer que, si A C B, alors
supA <supB et inf B <inf A.
2. Montrer que la partie AU B est bornée et que
sup(AU B) = max (sup A,sup B), inf(AU B) = min (inf A, inf B).
3. Onpose A+ B={a+b : a€ A, be B}. Montrer que,
sup(A + B) =sup A + sup B.

4. On considére
1" +1
E:{en:n()—i_n : nEN}.

(a) Vérifier que,

2n+1 —2n
FE = : : N;.
{4n+1 neN}U{4n+1 ne }

(b) Justifier Uexistence de sup E et inf E.

(¢) Déterminer sup E et inf E.

Solution :

1. Les parties A et B sont non vides et bornées, alors sup A, sup B et inf A,
inf B existent. De plus on a :

Vobe B, infB<b<supB,

et comme A C B, alors

Vae A, infB<a<supB.

Par conséquent, sup B est un majorant de A et inf B est un minorant
de A, et comme sup A est le plus petit des majorants de A et inf A est
le plus grand des minorants de A, alors

supA <supB et inf B <infA.
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2. La partie A est majorée par sup A et B par sup B, donc AUB est majorée

par max(sup A, sup B), donc sup(A U B) existe, avec
sup(A N B) < max(sup A,sup B).

Inversement, AU B est majorée par sup(A U B), alors A et B sont aussi
majorées par sup(AUB), puisque sont incluses dans AU B, en particulier

sup(A U B) > max(sup A, sup B).
D’ou
sup(A U B) = max(sup A, sup B).

Le méme raisonnement est valable, pour montrer que inf(A U B) existe
et que
inf(AU B) = min (inf A, inf B) .

. Comme A et B sont non vides, alors A+ B est non vide. De plus, pour

tout (a,b) € AXx B, on a:
a+b<supA—+ sup B,

par suite la partie A + B est majorée et non vide. Donc sup(A + B)
existe. D’autre part, pour tout € > 0, il existe (ae,b:) € A x B tel que

€ €
sup A — 3 <a.<supA e supB- 3 < b. <supB,
et done, pour tout € > 0, il existe (az,b:) € A x B
supA+supB —e < ac.+b. <supA+supB.

Par conséquent, d’aprées la caractérisation de la borne supérieure on en
déduit que
sup(A + B) = sup A + sup B.

" +1
E:{en:nfl)—i_n : nGN}

4. On considére

2n + (—1)
(a) On pose
2n +1
A: ’VL: nzij N
fomen= 2 )
et 5
—2n
B=<b,=¢€ypt1 = —— : .
{ €2n+1 in 1 TLGN}
Alors

E—AUB—{2n+1 : neN}U{ —n neN}.
4n +1
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(b) Comme 1 =a; € Aet 0=1by € B, alors A et B sont non vides, et
donc E = AU B est non vide. De plus

VneN, Ja,| <1 et |by| <1,

alors les parties A et B sont bornées, et donc F = AU B est bornée.
Par suite les valeurs sup E et inf E existent.

(c) Il est clair que la partie A est majorée par 1, alors que la partie B
est majorée par 0, et comme 1 € A et 0 € B, on en déduit que

1l=maxA=supA et 0=maxB =supB.
Ainsi la question 2. donne
sup E = sup(AU B) = max(1;0) = 1.

D’autre part on a :

m+1 1(n+1)+1 1 1
N = = — = —
EN, = T T g1 5 St 2
et
—on 1(dn+1)—1 1 1
VneN, b, = — - _r 1
mEN T T T antd 2 8nt2
et donc 1 ]
Vn € N, Ay > 5 et bn > —5,

ce qui implique que, les parties A et B sont minorées respectivement
1 1
par 5 et —3.
Enfin comme la suite (a,,) converge vers 3 et la suite (b,) converge
vers —3, alors d’aprés l'exercice 2 (question 1.(b)), on en déduit
que
. 1 . 1
infA=—- et infB=-——.
2 2

D’ou la question 2. donne

inf F = inf(A U B) = min (;, —;) = —1.

O

Exercice 4. On se propose maintenant de déterminer les bornes inférieure
et supérieure de la partie

1
A:{un——i—( :neN*}.
n
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1. Montrer que, pour tout n € N :

224 > 3(2n + 1)(2n + 3).

2. Montrer que A est bornée.

3. On pose
Ay ={ugny1 : ne€N} et Ay ={ug, : neN}.
(a) Montrer que
inf A <supA; <0 <inf Ay < sup As.

(b) En déduire sup A.

4. (a) Vérifier que la suite (ugny1)n est croissante.
(b) En déduire inf A.

Solution :

1. Par récurrence sur n € N :
— Pour n = 0, le résultat est vrai, puisque 2* = 16 > 9.
— Supposons que le résultat est vrai pour n € N fixé. Alors

22(71“!‘1)"!‘4 — 4 X 22n+4

12(2n +1)(2n + 3)

>
> 32(n+1)+1)(2(n+1) +3);

donc le résultat est aussi vrai pour n + 1.
Ainsi pour tout n € N :

22 > 3(2n + 1)(2n + 3).
2. Pour tout n € N* on a :

1 3
’unléf"i_l:*v
2 2

donc A est borné.

3. (a) Il est clair que les élements de A; sont négatifs, alors que ceux de
As sont positifs, d’ou

inf A <supA; <0 <inf Ay < sup As.



