Chapitre 1

Les suites

1.1 Le résumé du cours

Une suite numérique est une fonction u définie sur N ou une partie de N
et & valeurs dans R. Pour tout entier naturel n, u (n) s’écrit u, qui est un
terme de la suite. La suite u s’écrit (uy,).

Les différents types de suites

Soit f une fonction numérique.

— Les suites définies explicitement en fonction de n : u, = f (n).
n
— Les suites définies par une somme : u,, = Z f (k).
k=0
— Les suites définies par récurrence : up+1 = f (uy) et ug € R.

Les suites arithmétiques

* (uy) est une suite arithmétique de raison r si, et seulement si, pour
tout entier naturel n, up4+1 = up + 1.

* Si (uy,) est une suite arithmétique de raison r alors, pour tout entier
naturel n et pour tout entier naturel p, on a : u, = u, + (n—mp)r.

Cas particuliers : u, = ug +nr et u, =u; + (n— 1) 7.
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* Somme des termes consécutifs d’une suite arithmétique :

up+ug) (d—p+1
up+up+1+...+udfl+ud:(p d)(2 p )

1
* Cas particulier : 1 4+24+3+ ... +n = n(n;—)

Les suites géométriques

* (uy,) est une suite géométrique de raison ¢ si, et seulement si, pour tout
entier naturel n, up1 = quy.

* Si (u,) est une suite géométrique de raison ¢ alors, pour tout entier
. ' o .

naturel n et pour tout entier naturel p, on a : u, = u,q" " ".

Cas particuliers : u, = upq" et u, = u1q™ *.

* Somme des termes consécutifs d’une suite géométrique de raison gq :

1 _qd*PJrl
up+up+1+"'+ud—1+udzupﬁ ( 751)
1 _qn+1
x Cas particulier : 1+ g+ ¢*>+ ... +¢" = o (¢ #1).
—(q

Sens de variation d’une suite

Pour étudier le sens de variation de la suite (uy,), on peut calculer w1 —up,
pour tout entier naturel n, puis déterminer le signe de cette expression.

— Si upt1 — up > 0 alors up4q > uy, donce la suite (uy,) est croissante.
— Si upt1 —u, <0 alors upy; < uy, donc la suite (uy,) est décroissante.

— Si Up4+1 — u, = 0 alors la suite (u,) est constante.

Cas d’une suite définie explicitement en fonction de n : u,, = f (n)

* Sila fonction f est croissante sur [0; +oo alors la suite (uy,) est croissante.

* Si la fonction f est décroissante sur [0;+o0o] alors la suite (uy) est dé-
croissante.
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Suite minorée, majorée ou bornée

* (u,) est majorée s'il existe un réel M tel que, pour tout entier naturel
n, u, < M.

* (uy,) est minorée s’il existe un réel m tel que, pour tout entier naturel
n, m < Up.

* (up) est bornée si elle est majorée et minorée.

* (uy) est une suite périodique de période p (p € N*) lorsque pour tout
entier naturel n, U,y = Uy,.

Une suite croissante est minorée par son premier terme et une suite dé-
croissante est majorée par son premier terme.

La limite d’une suite

* Une suite (uy,) tend vers +oo si, pour tout réel M, Uintervalle [M;+oo[
contient tous les termes de la suite & partir d'un certain rang. On écrit :

lim wu, = +oo.
n—-+o0o

* Une suite (uy,) tend vers —oo si, pour tout réel M, l'intervalle |—oo; M]
contient tous les termes de la suite & partir d'un certain rang. On écrit :

lim u, = —oo.
n—-+4o0o

* Une suite (u,) tend vers un réel ¢ si tout intervalle ouvert contenant ¢
contient tous les termes de la suite & partir d'un certain rang. On écrit :

lim wu, =¥.
n—-+oo

On dit alors que la suite est convergente.

Une suite qui n’est pas convergente est dite divergente.

Limite d’une suite géométrique

— Si|¢| < 1lalors lim ¢" =0.
n—-+00
— Sig>1alors lim ¢" = +o0.
n—-+o0o

— Sig=1alors lim ¢" =1.
n—+o0o

— Sig < —1alors (¢") n’a pas de limite.
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Cas d’une suite définie explicitement en fonction de n
up = f (n)

Si la suite (uyp) est définie explicitement en fonction de n, on utilise :

=S e — (£ est fini ou infini
ET flz)=1¢ onc n—l>r-ir-looun_ (¢ est fini ou infini).

Les théorémes de comparaison

- Si hT v, = +o0 et s'il existe un entier ng tel que, pour tout entier
n—-+0oo
n > ng, Uy > vy alors  lim u, = +oo.
n——+oo

— Si lim v, = —oo et s'il existe un entier ng tel que, pour tout entier
n—4o00
n > no, Un < Un alors lim Uy = —OQ.
n—-+o0o

Le théoréme des gendarmes

Soit (uy,), (vy) et (wy,) trois suites. Si nl—i>1:‘,1—1<>ovn =/, nEToow” = ¢ (¢ fini)

et g’il existe un entier naturel ng tel que, pour tout entier n > ng, on a :
Up < Up < Wy

alors (uy) converge et lim wu, = /.
n—+o00

La convergence des suites monotones

— Une suite croissante et majorée est convergente.

— Une suite décroissante et minorée est convergente.

— Si (uy) est une suite croissante (resp. décroissante) et non majorée

(resp. minorée) alors lim w, = +oo (resp. lim w, = —00).
n——+00 n——+00
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Les exercices

Polynésie 2013 - Niveau 1 -

Thémes et compétences abordés :

uite définie par récurrence @ u = f(un) ou f est une fonction homo-
Suite d n+1 n t t h
graphique. Utilisation des théorémes de convergence monotone. Suite géo-
métrique. Limite d’une suite. Démonstration par récurrence.

1
On considére la suite (u,) définie par uy = 5 et telle que pour tout entier

naturel n,

1.

3.

3up,

Up+1 = 1+2u”-

(a) Calculer u; et uo.

(b) Démontrer que pour tout entier naturel n, 0 < wu,,.
On admet que pour tout entier naturel n, u, < 1.

(a) Démontrer que la suite (u,) est croissante.

(b) Démontrer que la suite (u,) converge.
Un,

Soit (vy,) la suite définie, pour tout entier naturel n, par v, = 1 .
— Uy,

(a) Montrer que (vy,) est une suite géométrique de raison 3.

(b) Exprimer pour tout entier naturel n, v, en fonction de n.
377/

3n+1

(¢) En déduire que, pour tout entier naturel n, u, =

(d) Déterminer la limite de la suite (uy).
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1.2.2 Antilles—Guyane 2012 - Niveau 1 -

Themes et compétences abordés :

Suite définie par récurrence : uny1 = f (uy). Etude d’une fonction.

Construction des premiers termes de la suite et conjectures. Utilisation des
théorémes de convergence monotone. Lecture d’un algorithme. Démonstra-
tion par récurrence.

Partie A

On considére la fonction f définie sur l'intervalle |1; 4+o00] par :

On a tracé ci-dessous dans un repére orthogonal la courbe € représentative
de la fonction f ainsi que la droite & d’équation y = x.

10 ;

1. Calculer les limites de la fonction f en +oo et en 1.
2. Etudier les variations de la fonction f sur I'intervalle ]1;4o0].

3. En déduire que si x > e alors f(x) > e.
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Partie B

Soit (uy) la suite définie par ug = 5 et, pour tout entier naturel n :
Unt1 = f (uUn).

1. Sur la figure précédente, en utilisant la courbe € et la droite Z, pla-
cer les points Ag, Ay et As d’ordonnée nulle et d’abscisses respectives ug, w1
et uo. On laissera apparents les traits de construction. Quelles conjectures
peut-on faire sur les variations et la convergence de la suite (u,)?

2. (a) Montrer que, pour tout entier naturel n, on a : u, > e.
(b) Déterminer les variations de la suite (uy,).
(c¢) En déduire que la suite (uy,) est convergente.
(d) Déterminer sa limite £.

3. On donne l'algorithme suivant :

Début
Affecter a = la valeur 5
Affecter a y la valeur 0
Tant Que z > 2.72 Faire

Affecter & z la valeur _r
In (x)

Affecter & y la valeur y + 1
Fin de Tant Que

Afficher y

Fin

A T’aide du tableau suivant, obtenu avec un tableur, déterminer la valeur
affichée par l'algorithme.

n |0 1 2 3 4 5

Un | 5 | 3.110667467 | 2.74065253 | 2.71837263 | 2.718281830 | 2.71828182
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1.2.3 Antilles—Guyane 2010 - Niveau 1 -

Theémes et compétences abordés :

Suite récurrente linéaire d’ordre 2 : upio = f (Up+1, Un)-
Suite géométrique, suite arithmétique et suite définie par une somme.

Démonstration par récurrence.

On considére la suite de nombres réels (u,) définie sur N par :

1 1
ug = —1, ug = 5 et, pour tout entier naturel n, upyo = Upy1 — Zun.

1. Calculer ug et en déduire que la suite (uy) n’est ni arithmétique ni
géométrique.

2. On définit (vy,) en posant, pour tout entier naturel n :
1

Up = Up41 — =Up.

2

a) Calculer vy.

(
(b) Exprimer v,41 en fonction de v,.

1
(c) En déduire que la suite (v,,) est géométrique de raison 7
(

d) Exprimer v, en fonction de n.
U
3. On définit (wy,) en posant, pour tout entier naturel n : w, = -,
Un

(a) Calculer wy.

1
(b) En utilisant I'égalité u,4+1 = v, + 3 Un; exprimer w1 en fonc-
tion de u,, et de v,.

(c) En déduire que pour tout entier naturel n, on a :
Wp41 = Wn + 2.

(d) Exprimer w, en fonction de n.

. 2n —1
4. Montrer que pour tout entier naturel n : u, = on

n
5. Pour tout entier naturel n, on pose : S,, = Z U
k=0

2n+3
Démontrer par récurrence que, pour tout n de N, S, =2 — T




