B Formulaire d’'analyse vectorielle B

m Composition d'opérateurs

rot grad V =0

div rot A=0

div grad V =AV

rot rot A=grad div A—AA

Composition de champs

grad (V,V,) =V, grad V, +V, grad V,
rot (VA)=Vrot A+grad V A A
div (VA) =V div A+grad V.A
div (A A A,) = A,.rot A —A, .ot A,

2

— ——

(V.grad)ﬁ = grad;+r?>t%n7

Théoreme d’Ostrogradsky : {pAds = [[[divA dz

() V)
Le flux d’un champ de vecteur a travers une surface fermée est égal a I’intégrale triple
de sa divergence étendue au volume intérieur a cette surface.

Théoréme de Stokes: ¢ A.aM = [[rot A.dS

©) ()
La circulation d’un champ de vecteur le long d’un contour fermé est égale au flux de
son rotationnel a travers une surface quelconque s’appuyant sur ce contour.

M Systemes de coordonnées
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sphériques
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B Coordonnées cartésiennes

A% av . dV .

gradV=VV=—ﬁx+—u,+—u
ox y 0z °
0A,
div A= VA—aA 8A
ox dy Bz
— BA 0A
rot A=VAA= o4, ux+(%—%jﬁ,+ r 94 7
ay 9z oz ox ) (ox 9y
2 2 2
av=vy=2YV 0V 9V
ox* dy° oz

Les vecteurs unitaires u

x?

u, et u_ en chaque point, constituent des champs uniformes

et ont tous une divergence et un rotationnel nuls.

B Coordonnées cylindriques

orad V = B_V u +— 1oV - +8_V U
8 or Y "o dz
v A2 190A) 104, oA

r o or r 06 0z

— (1 0A. 04, j (BA 0A ] . 1(8(rA0) 0A j .
rot A= U, +| ———= g +—| ——=——= | U4,
rd@ oz Jz Oor r or 1

1o dV), 10V 09V
AV = — |t 5=t
rorl"ar ) 7 90 0z

 — ~ — i —_ =

Vecteurs unitaires : diviu, =— ; r =0; divu, =0 ; rot u, = % sdivu, =0 ; rot u, =0

r r
B Coordonnées sphériques

oV 1oV 1 9V _
grad V=""ii +——ii Ug+———— 1,
or rdé rsin@ o

- la(rAr) 1 a(sineAg)Jr 1 0A,

div A=
r* o or rsin9 00 rsin@ do
5. 1 [(0Gin0A, 94, ) 1 04, d(rA)) . 1(8(”&9) _%j ,
rsin @ 00 o r sin@ dp  or o r or 20 )
2 2
ORRLAGAI a(lea_VJ 1oy
roor r’sin@ 00 00 ) r’sin’@de
. . L2 = s — u — 1 u
Quelques résultats utiles : divu, =— ; rot 4, =0 ; rot 4, =—*— et grad —=-—

r ' rsin@ roor
NB : Ne pas utiliser I’opérateur Nabla en coordonnées cylindriques ou sphériques.
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B Petit formulaire pour les
calculs en physique

m Equation du second degré
Avant de chercher les solutions d’une équation ax’+bx+c=0, il est impératif

d’obtenir des renseignements sur le signe des racines (ou de leur partie réelle) ; pour
cela il suffit de voir le signe de leur somme S =—b/a et de leur produit P =c/a.

B Formules de trigonométrie

coté opposé  AB _ coté adjacent _ OA B

sina = = , CoOsa = =
hypothénuse OB hypothénuse OB
oté > AB - :
tan g = £01€ oppOsé  _

coté adjacent T 0A 0 A

Il faut connaitre les formules de trigonométrie, en particulier : sin” x+cos” x =1

2 I+cos2x . , I—cos2x . .
cosS XZT ; sin sz ; SIn2x =72SIn XCOS X

b

cos(a+b)=cosacosb—sinasinb ; sin(a+b)=sinacosb+cosasinb

- + - +
cosp+cosq=2cosp2qcosp2q et sinp+sinq=2cos%sin% (le —d’abord !)

cosacosb=%(cos(a+b)+cos(a—b)) et sinasinb=%(cos(a—b)—cos(a+b))

B Les nombres complexes

— dans I’écriture mathématique u =a+1b apparaissent les

parties réelle a=|g|cosgo et imaginaire b=|g|sin(p,

avec |u|=+a’+b* et p=argu =arctan(b/a) (2 7 pres,

. . . . b
il faut en plus préciser sin ¢ ou cos@) soit tan@=—.
a

— en physique, on préfere souvent écrire u = | u |exp(i¢) en
faisant apparaitre directement le module | u | et la phase (ou argument) ¢ .

‘Zz‘ u,
=T—7 6t arg—=argu,—argu,

Rappel :
‘ U ‘ u,

u,
u,
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M Projection d'un vecteur
Il faut particulierement veiller aux signes des projections.
sur la figure : V, =V.ii, >0 et v, =‘7.12y <0
avec V = Vou, +Vou,
Théoréme de Pythagore : V? =V’ +V),2 car V?= Vz =1V I?
Avec I'angle o (pris positif), V. =Vcosa >0 et V =-Vsina<0

Le théoréme de Pythagore redonne sin” @ +cos’ a=1.

B Moyenne de fonctions temporelles

. .. 2r 1
Si u(t) =u,cos(wt+ @), alors sur une période 7' =—, <u>=0 et < u > = Eué
a

Utilisation de la notation complexe pour les grandeurs énergétiques moyennes
(attention, aucune grandeur énergétique ne peut étre complexe !).
Si f(t)= f,cos(wt) et g(t)=g,cos(wt+@),alors:

<fg>=%Re(]_‘.§*)=%Re(]_‘*.§)=%f0gocos¢ et <f2>=%lj_fl2

B Formule de Taylor a lI'ordre 1

11 faut savoir faire le lien entre :

— I’écriture mathématique : f(x,+h)= f(x,)+ hill—f (X)) +...
X

— et I’écriture physique : u(x, +dx)—u(x,) =du = %j dx+...
X X=X,

Pour x, lxl<1,o0n a sinx=x, cosx=1—-x*/2, tanx=x, In(l+x)=x, " =1+x,

A+x)* =1+ax,...

Et si u(x,y) est une fonction de deux variables, a I’ordre 1 : du = g—udx+g—udy
X y
(o N du  Ju
Le théoréme de Schwarz indique que ——=——
oxdy dydx

B Une grandeur petite ne doit étre prise nulle

De la méme maniere qu’en mathématique une fonction n’est pas « équivalente a zéro »,
en physique non plus une grandeur petite ne doit étre prise nulle ; si elle intervient dans
une fonction, il suffit (en général) de prendre le premier terme non nul du
développement limité de cette fonction.

En revanche, 2 I’ordre un en £, on a simplement £.f(€) = €[ f(0)+ £ '(0)e +..]= £.£(0) .
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B Formule du bindme

Surtout appliquée aux développements limités (£ tel que | £l <1 est I’infiniment petit)
n(n—1
WGDP

(1+&)" =1+ne+ Y

Par exemple : L:zl—g ;Lz1+g ;AlEte=1x
1+¢ 1-¢

Do | M

Dans le cas =(1+€)”2z1—§+§€2, il ne faut pas faire d’abord le

1
Ji+¢e

développement limité de la racine puis celui de I'inverse, mais les deux simultanément !

M Disque, cylindre et sphere

Disque : périmetre 277 ; surface 7zr° ; élément de surface d’une couronne circulaire
entre r etr+dr : 2zrdr .

Cylindre : surface latérale 27zrh ; volume zr*h ; élément de volume d’une coquille
circulaire entre r etr+dr : 2zrdrh .

Sphére : surface 477> ; volume 477 /3 ; élément de volume d’une coquille sphérique
entre r et r+dr : 4zridr .

B Formules de trigonométrie hyperbolique

e'+e " e'—e"
; shx=

Relations fondamentales : ch x = ;e =chx+shx

e =chx—shx ; (chx+shx)" =ch(nx)+sh(nx) ; ch*x—sh*x=1

argchlen(x+\/x2—l) ; argshx:ln(x+\/x2+1) ; argthxz%ln(l—ﬂcj

1-x

Dérivées : ichx:shx ;ishx:chx ;ithle—thzx: 12
dx dx dx ch’ x

— iargchx= ; iarthx=

1 1 1
dx sh®x  dx Jx?—=1 dx 1-x

Développements limités au voisinage de zéro :
2 3

chx=1+%+0(x3) ; shx=x+%+o(x4)

icothx =1-coth’x = —

2

thx=x—%3+0(x4) ; argthx=x+%3+0(x4)
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W Equation différentielle du premier ordre

dx
du type : T7+ X = X, cOs Wt
t

L’équation étant linéaire, la solution générale est la superposition d’une solution
générale de 1’équation sans second membre (régime transitoire) et d’une solution
particuliere de 1’équation générale (régime forcé).

—le régime transitoire (ou libre en 1’absence d’excitation x,cos®t) est solution de

dx X . . . o .
? =—— soit x,(t) = Aexp(—t/7) ; ce régime transitoire tend vers zéro.
t T

—le régime forcé (par I’excitation) est une solution particuliere recherchée sous la
forme d’une fonction de méme pulsation @, mais déphasée (retard ¢),

x, () = X cos(@r — @) , soit en passant en notation complexe :

, y X, . . X
(wt+)x=x, = x=Xe’=—"— dou X=——"-— et tan@=07

_1+ia)2' NI
NB : La détermination des constantes d’intégration doit se faire sur la solution générale
X (D) +x,(1) !

W Equation différentielle classique du second ordre

¥+ @’ x =0 admet comme solution : x(t) = acoswt+bsinwt ou x(t) = Acos(wt+ @)

t

¥—@’x =0 admet comme solution : x(f) =ae”+be ™ ou x(t)= Achwt+ Bshwt

W Equation différentielle du second ordre en régime forcé

i = d’u
dt’
Les coefficients a, b et ¢ sont constants (et positifs pour un systetme physique)

d
du type : aii+bu+cu=ecos(wt) ou Li=7u et
t

Le régime forcé (par 1’excitation ecos(ar) a la pulsation @) est une solution
particuliere de 1’équation, elle-méme de pulsation @, mais déphasée (retard ¢) sur
I’excitation :

u(t) =U cos(ax — @) , soit en passant obligatoirement en notation complexe :
e

(—aa)2+bia)+c)g=e = £:U€7i¢=+
c—aw +ibw

d’ou par module et argument :

e

U=
\/(c—cza)2)2 +b* 0’

(a préciser par le signe de sing)

et tan@ = e
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W Equation différentielle du second ordre a coefficients
constants

d*x

dar’

L’équation étant linéaire, la solution générale est la superposition d’une solution
générale de 1’équation sans second membre (régime transitoire) et d’une solution
particuliere de 1’équation générale (régime forcé).

e . . dx .
dutype: aX+bx+cx=ecos(wt) ou x= 7 et x=
1

— le régime libre (car I’excitation ecos(ar) disparait) est solution de aX+bx+c=0

L’équation caractéristique ar’ +br +c=0 avec en physique les trois constantes a , b
et ¢ positives, conduita S=—-b/a<0 et P=c/a=0 d’ou les deux cas :

e si A=b’—4ac>0 (ce qui suppose un fort coefficient de frottement b ), les deux
racines sont réelles négatives, notées —r, et —r,, d’ou une solution en

exponentielles décroissantes :  x(f) = Aexp(-rt)+ Bexp(-r,t) appelé régime
transitoire (car il tend vers zéro) apériodique

e si A=b>—4ac<0 (ce qui suppose un faible coefficient de frottement b ), les
deux racines sont complexes conjuguées a partie réelle négative, notées —r xiQ,
d’oll une solution (somme des 2 exponentielles complexes) oscillatoire
d’amplitude en exponentielle décroissante :

x(t) =exp(—rt).(AcosQt+ Bsin Q) ou x(t) =aexp(—rt).cos (Qt + (p)

ou x(1) = Bexp(rt)+yexp(rt) (r etr, racines complexes)
appelé régime transitoire pseudopériodique

A noter que dans tous les cas, le régime transitoire disparait (tend vers zéro). Le
régime critique est celui (un peu théorique) ou A=0.

—le régime forcé (par [I’excitation) est solution particuliecre de
ax+bx+c=ecos(ax) ; elle se cherche sous la forme d’une fonction de méme
pulsation, mais déphasée (retard ¢): x(¢)= X cos(wt—¢), soit en passant en
notation complexe :

e

(~a@ +bhiv+c)x=e = x=Xe* =
c—aw +ibw

d’ou X et tang

NB : la détermination des constantes d’intégration doit se faire sur la solution générale !
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Chapitre 1
B Ondes mécaniques &

Les ordres de grandeur utiles

La corde vibrante

fil souple de TP (en coton)
masse linéique ; tension
célérité

w=1gm';T=1N (masse de 100 g)
c=T/pn =32ms"’

corde de piano (en acier)
masse linéique ; tension
célérité

w=6gm';T=800N (sous 80 kg)
c=4T/p =365 m.s’

Matériaux solides élastiques

métaux : masse volumique
module d’Young

célérité

p~2.10"220.10° kgm™
E~0,7.10"22.10" Pa
c=+E/p =3.10°25.10° m.s™

non métaux : masse volumique
module d’Young

célérité

p~1.10"22.10"kgm™
E~10"Pa

c=+E/p =3.10° m.s™"

Le cable coaxial (idéal)

capacité linéique

C=4410" Fm™

inductance linéique

L=2510"Hm"

résistance caractéristique

Re=+vVL/C=75Q

célérité des signaux électriques

1/JLC =c=3.108m.s™

Le cours d’abord

B La corde vibrante

1. Quelles sont les hypotheses physiques faites sur la corde vibrante ?

2. Définir la tension 7'(x,?) en un point de la corde sans raideur et donner ses caracté-
ristiques. Pourquoi un élément de corde est-il équivalent a un systeéme masse-

ressort ? Qu’est-ce qui joue le role de force de rappel (un dessin peut aider) ?

Ondes mécaniques




