Chapitre I

FECONDITES ET FAIBLESSES D’UN
NOUVEAU CALCUL

En 1684 Leibniz rend publiques les régles de son calcul différentiel
dans un article publi¢ a Leipzig par la toute nouvelle revue des Acta
Eruditorum. 11 s’agit d’un article bref exposant rapidement la notation
des différentielles, leur mode d’emploi et leur usage pour la
détermination des tangentes ou des maxima. La diffusion du nouveau
calcul va se réaliser lentement; elle se fera d’abord par des écrits
ponctuels que Leibniz lui-méme va continuer a livrer et par les
développements apportés par ses disciples, essentiellement les deux
fréres Jacques Bernoulli et Jean Bernoulli. En 1696, a Paris, est publié¢ un
premier exposé systématique du nouveau calcul : L’analyse des
infiniment petits pour [’intelligence des lignes courbes, réalisé par
Guillaume de I’Hospital et largement inspiré des lecons que 1’auteur a
recues de Jean Bernoulli. Il ne contient aucun élément de calcul intégral,
mais il traite de nombreux probléemes géométriques relevant directement
du calcul différentiel (tangentes, points de rebroussement, points
d’inflexion, développées, caustiques...) et il montre que les méthodes
leibniziennes permettent d’étudier les courbes transcendantes
(logarithmique, spirales, cycloides...).

Cependant le nouveau calcul est loin de rencontrer une adhésion
unanime. A Paris une opposition se manifeste au sein de I’Académie des
Sciences'. Par des articles qu’il donne au Journal des S¢avans et par des

' Voir [Sergescu 1995] et [Mancosu 1989].
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mémoires a 1’Académie, Michel Rolle est I'un des porte-parole les plus
actifs des opposants. Les problémes soulevés concernent les résultats
obtenus : le nouveau calcul serait inutile parce que les méthodes
anciennes permettraient d’obtenir les résultats dont se prévalent les
inventeurs ; pire, il conduirait a des erreurs et Rolle donne un exemple de
courbe ou, selon lui, des minima correspondant a des points de
rebroussement, ne peuvent €tre mis en évidence par le calcul différentiel.

Mais surtout, Rolle met en cause le statut des différentielles et
I’'usage des infiniment petits. Dans le trait¢ de L’Hospital, la
différentielle (alors appelée différence) est la portion infiniment petite
dont une quantité augmente ou diminue continuellement [p. 2] ; d’autre
part I’'une des demandes explicitées au début du traité est que [’on puisse
prendre ['une pour [’autre deux quantités qui ne different entre elles que
d’une quantité infiniment petite [p. 3]. Rolle objecte qu’avec de tels
énoncés on est amené a considérer - au mépris de toute logique - que la
partie est égale au tout ; et dans les calculs, les différentielles sont prises
tantot comme des zéros absolus, tantot comme des quantités non nulles.
La nécessité d’introduire les différentielles d’ordre supérieur fragilise
encore plus I’édifice ; ainsi les différentielles d’ordre deux sont les
quantités infiniment petites dont croissent les différentielles d’ordre un
(lesquelles sont déja des infiniment petits). Et Rolle refuse cette
hiérarchie des infinis dont il met en doute I’existence.

Pierre Varignon s’est rangé dans le camp des défenseurs du calcul
leibnizien. A I’été 1697, une des ses lettres a Jean Bernoulli témoigne de
la vigueur de la polémique

M. le Marquis de [’Hospital est encore a la campagne de sorte que
je me trouve seul ici chargé de la défense des infiniment petits, dont
je suis le vray martyr tant j’ay desja soutenu d’assauts pour eux
contre certains mathématiciens du vieux stile, qui chagrins de voir
que par ce calcul les jeunes gens les attrapent et méme les passent,
font tout ce qu’ils peuvent pour la décrier ... [Johann Bernoulli
1988, p. 124]

Rolle finira par rendre les armes et la querelle s’apaisera apres 1706.
Un nouveau traité est publié¢ en 1708, intitulé 1’Analyse démontrée, il est



Fécondités et faiblesses d’un nouveau calcul 11

I’ceuvre de Charles René Reyneau, il connaitra une deuxiéme édition
sans grands changements en 1736-1738. Un premier volume est consacré
a I’algebre et a ses applications géométriques. Le calcul différentiel et
intégral n’intervient que dans le second volume. L’Hospital plagait la
définition de la différentielle au tout début de son traité¢, Reyneau procede
de fagon beaucoup plus progressive. Il utilise d’abord les infiniment
petits sans avoir recours au formalisme du calcul différentiel, il obtient
ainsi la tangente a la cycloide, il étudie le pendule isochrone, et dans un
long plaidoyer il développe un point de vue que Leibniz lui-méme avait
déja produit face a ses contradicteurs: le nouveau calcul consiste
seulement a démontrer directement ce que les Anciens obtenaient par une
double réduction a I’absurde ; la modification porte sur la forme du
raisonnement mais elle n’6te rien a sa légitimité. Une notion de variable
(ou changeante) est introduite, elle est ancrée dans la géométrie, c’est
une quantité qui augmente insensiblement ou qui diminue insensiblement
dans la formation des lignes et des figures [Reyneau 1738, p. 152]. La
différentielle (appelée plutdt différence) est alors /’augmentation ou la
diminution infiniment petite que regoit une quantité changeante a chaque
instant par une vitesse quelconque, dans la formation d’une ligne ou
d’une figure [p. 152]. La notion dépend donc de la géométrie ; elle fait
aussi appel a I’idée de mouvement et il y a peut-étre 1a, chez 1’auteur, la
trace des apports newtoniens, mais le formalisme et les calculs qui
suivent restent fondamentalement dans la lignée de Leibniz. Reyneau
introduit des éléments de calcul intégral. Les quantités transcendantes
sont le plus souvent classées suivant leur signification géométrique, telle
intégrale dépend en dernier ressort de la quadrature du cercle, telle autre
de la quadrature de I’hyperbole. Quelques exemples d’équations
différentielles sont traités, en liaison avec des problemes géométriques ou
physico-mathématiques. Outre ce contexte géométrique il faut noter la
présence des développements en séries entieres, introduites des la fin du
premier volume. Celles-ci sont parfois présentées comme des
approximations utilisées a défaut d’une expression exacte, mais cela ne
les empéche pas de jouer un role théorique ; ainsi, apres avoir défini les
logarithmes a I’aide de I’hyperbole, Reyneau utilise les séries pour
démontrer la propriété fondamentale

loga + logb = log (ab).



12 Chapitre I

Les techniques infinitésimales utilisées par Newton n’ont pas connu
le méme type de diffusion. Les rapports ultimes des quantités
évanescentes sont utilisés dans les Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica, ceuvre magistrale publiée en 1687, ils interviennent dans
un cadre et une forme qui relévent de la géométrie classique. Le nom de
Newton est aussi attaché a la méthode des fluxions ; tout en poursuivant
les mémes objectifs, elle met en ceuvre un symbolisme trés différent de
celui de Leibniz. Elle est présentée notamment en annexe d’un traité
d’optique en 1704. Le trait¢ De Methodus Serierum et Fluxionem, écrit
en 1671, a fait I’objet d’abord d’une diffusion restreinte et c’est sa
traduction anglaise en 1736 qui donnera lieu a la premicre publication
imprimée. Newton a énoncé la formule du bindme dans une lettre du 13
juin 1676, adressée au secrétaire de la Royal Society qui était chargé de
la transmettre a Leibniz; il s’agissait de prendre date pour une
découverte dont on trouvera une trace imprimée en 1685, dans un traité
d’algebre di a Wallis. Enfin, c’est avec le formalisme et le langage des
fluxions, que Brook Taylor établit la formule qui porte aujourd’hui son
nom et qui - avec une notation actuelle - donne le développement de
f(x + h) selon les puissances croissantes de /. Elle apparait dans la
Methodus incrementorum directa et inversa, partiellement consacrée au
calcul des différences finies et publié¢e en 1715.

On sait que des querelles de priorité se sont développées au début du
18°™ siécle entre les partisans de Newton et ceux de Leibniz, mais, pour
notre propos il est surtout intéressant de noter que les travaux des deux
mathématiciens sont concernés par la critique développée en 1734 par
George Berkeley. Depuis les écrits de Rolle, trente ans se sont écoulés,
les méthodes infinitésimales ont eu le temps de faire leurs preuves et
d’accumuler des résultats spectaculaires et incontestables. Berkeley ne va
pas mettre en cause les résultats obtenus ; des critiques de Rolle, il va
retenir celles qui concernent les objets sur lesquels porte le calcul. Ces
objets ne sont pas congus clairement. On ne peut pas établir des
¢quations sous 1’hypotheése que des incréments sont différents de zéro et
dire ensuite que ces équations subsistent quand les incréments sont nuls.
Une démarche qui se fonde sur des principes aussi obscurs ne peut pas
étre exempte d’erreurs. Berkeley avance la thése de la compensation des
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erreurs et sur quelques exemples, il tente de montrer que des résultats
exacts n’ont été obtenus que parce que les erreurs commises se sont
finalement compensées. L’ouvrage de Berkeley (intitulé¢ The Analyst; or,
a discours addressed to an infidel mathematician) a une visée
philosophique et théologique. La polémique reste parfois sur ce plan,
ainsi, dans la préface de la traduction francaise de la Methodus Serierum
et Fluxionem, Buffon fait part de son indignation

On était tranquille depuis plusieurs années, lorsque du sein méme
de I’Angleterre il s’est élevé un Docteur ennemi de la Science qui a
déclaré la Guerre aux Mathématiciens; ce Docteur monte en
Chaire pour apprendre aux Fidéles que la Géométrie est contraire a
la Religion [...] selon lui le Calcul de [’Infini est un mystere plus
grand que tous les mysteres de la Religion. [Newton 1740, p. xxxv]

Mais les critiques de Berkeley seront souvent prises au sérieux. Sur
le continent, le theme de la compensation des erreurs sera évoqué jusqu’a
la fin du 18™ siécle par des mathématiciens comme Lagrange ou
Carnot, sans que cela conduise, il est vrai, a des apports fondamentaux.
En Grande Bretagne, 1’émoi est plus immeédiat et plus profond. Par
exemple, en 1736, lorsque Colson réalise la traduction anglaise de la
Methodus, 1l assure dans la préface qu’il a tenté de satisfaire ’auteur de
I’Analyst et de trouver des remedes aux principales difficultés soulevées.
Mais I’ceuvre la plus conséquente suscitée par la critique de Berkeley est
sans doute The Treatise of Fluxions publié en 1742 par Maclaurin.
L’auteur déploie beaucoup d’efforts pour éviter le recours aux
infinitésimaux dans les démonstrations. La référence au temps et au
mouvement, inévitable dans la tradition newtonienne, est diiment
rapportée a des axiomes liminaires. Les résultats fondamentaux sont
obtenus par une double réduction a I’absurde, a la maniere des Anciens.

Mais, a regarder de pres le nouveau calcul hérité de Leibniz et de
Newton, les difficultés liées a la manipulation de I’infini ne se posent pas
seulement a propos des différentielles ou des quantités évanescentes ; des
problémes importants sont soulevés a propos des séries infinies dont le
nouveau calcul fait un usage systématique. Par exemple, pour obtenir la
formule qui va porter son nom, Taylor s’appuie sur une formule finie
dont il fait croitre indéfiniment le nombre de termes. Dans de nombreux
autres cas, des séries sont obtenues par des moyens algébriques qui
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restent occultés dans 1’écriture définitive ; ainsi une division suivant les
puissances croissantes sera invoquée pour aboutir & une écriture ou le
reste de la division ne figure pas 2

1

—=1-x+x2—-x3+.
1+x

et on sera amené a s’interroger, a posteriori, sur les résultats
paradoxaux auxquels cette écriture peut conduire si I’on pose x = 1

—=(1-D+A-D+-=0

1
=1+ 1+ D+ (-1+ D+ =1

Certains résultats sont obtenus en faisant fi de toute frontiére entre le
domaine des polyndmes et celui des séries entiéres. Euler est
particulierement concerné. Dans un mémoire écrit dés 1735, il applique
des résultats connus sur les relations entre les coefficients et les racines
d’un polyndome, pour traiter I’équation sinx = 1; en mettant cette
€quation sous la forme
x3 xS

123 12345

o . 2Kk et 1
et en utilisant les solutions (—1)¥ Tﬂn (en quantité infinie) il démontre

0=1—x+

des relations telles que

31 1 _ry
k=0 (2k+1)2 7 8

Malgré les interrogations qu’elles suscitent parfois, de telles pratiques
vont rester trés présentes dans les mathématiques du 18" siécle.

Le foisonnement des écrits de Leonhard Euler, la richesse et la
variété¢ de ses inventions vont bousculer le paysage du nouveau calcul,
irriguer le champ des investigations possibles et créer un terrain
inépuisable de questions et de méthodes nouvelles sur lequel le calcul
infinitésimal se constituera en une discipline autonome, initialisée par un
ouvrage en deux volumes, Introductio in Analysin infinitorum publié en

* Voir [Leibniz 1989, p. 436-450], [Varignon 1715].
? [Euler 1740b].
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1748. Euler est a ce moment la directeur de la classe de mathématiques
de I’Académie de Berlin, poste qu’il occupera jusqu’a son départ en 1766
pour retourner a I’ Académie de Saint Petersbourg.

I faut souligner ici le role stimulant de ces Académies qui donnent
aux savants un cadre dans lequel ils peuvent s’occuper en toute sérénité
de leurs recherches, et sont en capacité d’en diffuser les résultats au
monde savant par des publications régulieres. Bien plus, les Académies
vont elles mémes susciter les recherches innovantes en attribuant des prix
apres la mise au concours des questions les plus débattues de 1’époque.
Ainsi, D’ Alembert, membre de 1’ Académie royale des sciences de Paris
depuis 1741, et qui avait acquis une certaine notoriété¢ a la suite de la
publication, en 1743, de son célebre Traité de dynamique, allait gagner le
prix du premier concours organis¢ par I’Académie de Berlin sur une
question concernant la cause générale des vents’. Ce qui entraina une
précieuse correspondance avec Euler et une publication d’une partie
importante des travaux de D’Alembert par 1’Académie de Berlin. La
réputation d’Euler incita également le jeune Lagrange, isolé a Turin, a
entamer avec lui une correspondance scientifique. Joseph Louis
Lagrange n’a que dix-huit ans lorsqu’il envoie sa premicere lettre a Euler
le 28 juin 1754 pour lui communiquer une étude sur 1’analogie formelle
existant entre le développement du binome (a + b)" et la différentielle
d’un produit du type d™(xy). Il communique aussi ce résultat [Lagrange
1754] a son compatriote G.C. da Fagnano (1682-1766).
Malheureusement il apprend rapidement que cette analogie a déja été
relevée par Leibniz dés 1695. Lagrange en est confus mais cela n’altére
pas l’estime d’Euler et les deux hommes vont -correspondre
régulierement, constituant un témoignage d 'une valeur exceptionnelle sur
[’évolution des relations personnelles entre deux des savants les plus
éeminents de la période 1754-1775°. Lorsqu’Euler quitte 1’Académie de
Berlin pour retourner a Saint Petersbourg en 1766, c’est Lagrange qui est
choisi pour lui succéder comme directeur de la classe de mathématiques,
poste qu’il occupera jusqu’en 1787. D’Alembert a beaucoup contribu¢ a
ce « recrutement » ; le 25 avril 1766, il écrit d’ailleurs a Lagrange

* Voir [Taton 2000, p. 263].
S [Ibid., p.284].
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le roi de Prusse me charge de vous écrire que, si vous voulez venir a
Berlin pour y occuper une place dans 1’Académie, il vous donne
1500 écus de pension qui font 6000 livres argent de France ... Voyez
si cette proposition vous convient : je le désire beaucoup et je serais
charmé d’avoir fait faire a un grand roi l’acquisition d’un grand
homme [Lagrange, (Euvres X1V, p. 61].

A Berlin, Lagrange publiera une soixantaine de mémoires sur toute
sorte de sujets : théorie des nombres, algeébre, astronomie et bien sir
calcul différentiel et intégral. En particulier, il reprendra [’analogie
soulignée par Leibniz, dans un important mémoire publié en 1774 sous le
titre Sur une nouvelle espéece de calcul relatif a la différentiation et a
l’intégration des quantités variables [Lagrange 1774] ; ce mémoire peut
étre aussi considéré comme le point de départ d’une tentative de
fondement du calcul infinitésimal sans recours a I’idée d’infini. Son
aboutissement sera la Théorie des fonctions analytiques, étape
fondamentale dans I’algébrisation de 1’analyse, et qui devait pour son
auteur résoudre les problémes de cohérence posés par le nouveau calcul.

Alors que celui-ci continue a montrer toute sa fécondité, de
nombreux travaux vont également se poursuivre pour en donner un
exposé qui mette ses fondements a 1’abri des critiques. On sait que cet
objectif ne sera pleinement atteint que dans la deuxiéme moitié du 19°™
siecle. Entre temps, Cauchy aura imposé de ne manipuler que des
expressions qui puissent avoir une interprétation numérique (en écartant
par exemple les calculs sur des séries divergentes), puis plusieurs
mathématiciens auront fourni des constructions de 1’ensemble des
nombres réels, tandis que s’imposera une définition des limites en (&, 7)
a la Weierstrass.



