Chapitre 1

Algebre linéaire

I.1. Sur les endomorphismes diagonalisables

I.1.1. Endomorphismes diagonalisables et sous-espaces stables

On sait qu'un endomorphisme u est semi-simple si tout sous-espace vecto-
riel stable par u admet un supplémentaire stable ([Fr. A.] 5.6. p. 221). Ici
on suppose que tout sous-espace admet un supplémentaire stable, alors cela
est équivalent 2 u est diagonalisable.

Lemme. Soient K un corps commutatif, E un K-espace vectoriel de dimension
finie, ueEnd E . Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

i) L'endomorphisme u est diagonalisable,

ii) tout sous-espace vectoriel de E admet un supplémentaire stable.

Démonstration
1) Montrons que i) implique ii) .
Soient F un sous-espace vectoriel de E, (f;,f5,...,f,) une base de F, en-

fin (e;,ey,...,e,) une base de E qui diagonalise u . Puisque (e;,e,,...,e,)
engendre E, on peut extraire une famille (e; ,e;,,...,e; ) de (ej,e,,...,e,)
de fagon que (fy,f5,..,fy,€;;,€iy,--,€; ) soit une base de E

(Fr. A. Théoreme 1.0.2.3.) . Alors Ke, ®Ke;,®...®Ke;  est clairement un

supplémentaire de F qui est stable sous u .

2) Montrons que ii) implique i) .

Soit H, un hyperplan de E, on a donc un supplémentaire Ke; de
dimension 1, stable par u, ce qui veut dire que u(e;)=2;e; .
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On considere I'hypothese de récurrence HRk suivante : il existe une famille
libre (ey,ey,...,e,) telle que u(e,)=21,e; pour 1<i<k.

Ce qui précede montre que HR1 est vérifiée.

Montrons que si k<dimE , alors HRk implique HRk+1.

Comme dim(Ke, ®Ke,®...®Ke,)<dim E , il existe un hyperplan H de E
avec Ke,®Ke,®...®Ke,cH . Par ii) il existe Ke, ; un supplémentaire de
H , de dimension 1 et stable par u, ce qui veut dire que u(e,,;)=2,,,€,,1 -
Cela montre bien que (eq,ey,...,e;,e, ;) est une famille libre et que
u(e;)=2;e; pour 1<i<k+1 . Ainsi HRk+1 est satisfait et donc HRn est
satisfait, ce qui n'est autre chose que 7), i.e. que (e;,e,,...,e,) diagonalise u.

I.1.2. Matrices circulantes diagonalisables

Proposition. Soient K un corps commutatif, a,,a,,...,a, €K , la matrice
M:=M(ay,a,,...,a, ,)eM, (K) définie par
a @, 1 - - a
ar G Qs
M= .
-1
@, 1 Ay 9 - - Qg

est appelée matrice circulante. Soit

00..1

10..0
J:= 1

. ... 0

00.10

la matrice compagnon de X" -1, qui est aussi la matrice associée & la permu-
tation circulaire (1,2,...,n) ; ce qui veut dire que si (&)1 )., et la base
canonique de K", on a Je,=¢, | pour 1<k<n et Je,=¢,. Sidonc y,X) est
le polynome caractéristique de J et my(X) le polynéme minimal de J , on a
2, X)=m;X)=X"-1.

1. Si donc P(X):=ay+a,X+...+a, X" ", ona M(ay,ay,...,a, ;)=P(J). Il
suit de cela que P P(J) est une bijection linéaire de ['espace vectoriel des
polynémes de KIX] , de degré strictement inférieur & n sur le sous-espace vec-
toriel des matrices circulantes de M, (K) . En particulier ['espace vectoriel des
matrices circulantes de M, (K) est de dimension n .
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2. Le déterminant d'une matrice circulante. Soit K™ une cléture algébrique
de K , alors le polyndme caractéristique de J admet une factorisation sous la
forme
2,0 =X"—1=X—x) (X%, .. (X—x,)
avec x;€K™8 . Si donc M=P(J), ona détM=P(x,)P(x,)..P(x,) .
3. Les matrices circulantes diagonalisables.
On suppose que nlyg+#0 , cela veut dire que carK=0 ou que carK=p avec p
premier et pin . Il suit de cela que x;(X)=m;(X)=X"—-1 admet une facto—
risation de la forme
X)) (X—2x5) ... X—x,) avec x, K et x,2x; si i#j].
Soit P(X)eKI[X] avec degP(X)<n , alors on a les propriétés équivalentes
suivantes.
i) La matrice M:=P(J) est un élément diagonalisable de M, (K) ,
it) on a P(x;)eK pour 1<i<n.
4. On suppose toujours que nly=0 . Alors on a
X"-1=P,(X)Py(X)...P(X) avec P,X)eKI[X], P,(X) est irréductible unitaire
de KIX1 pour 1<i<r et bien sir P(X)#P;(X) si i#j .
4.1. Alors les matrices circulantes de M ,(K) qui sont des éléments diagona-
lisables de M, (K) constituent un sous—espace vectoriel de dimension r.
4.2. Soit M=P(J) avec P(X)eKI[X] et degP<n , une matrice circulante qui
est un élément diagonalisable de M, (K) . 1l suit de 3. que
spectre M ={P(x,) | 1<i<n} . Soit {y,,¥9,...,¥,} un sous-ensemble de
{2y, %,...,%,} tel que P(y)=0 pour 1<j<r.
Soit pespectreM , I, :={j | 1<j<r et P(y,)=2}. Alors
ker (M—AI,)= @ kerP;(J) .

Jely
5. 8i K=Q, alors les matrices circulantes de M ,(Q) qui sont des éléments
diagonalisables de M, (Q) constituent un sous—espace vectoriel de dimension

le nombre de diviseur positifs de n.

Ona X"-1= 1] ®,(X) o ®,X) est le d-eme polyndme cyclotomique.
d|n

Soit M=P(J) avec P(X)eQI[X] er degP<n , une matrice circulante qui est
un élément diagonalisable de M, (Q) . I/ suit de 3. que
spectre M ={P(w) | weQ™ et w"=1 }. Soit AespectreM,
I, ={d| 1<d,d|n,P(w)=2 si weQY ot o(w)=d}.
Alors ker(M—)LIn)=d€% ker @ () .
el

Démonstration
1) La partie 1. est élémentaire.
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2) Montrons 2. On a donc

2, X) =my(X) =X"—1=(X—x)(X—1,) ... (X—x,)
avec x;e K™ . 1l suit que J est semblable modulo G, (K“¢) 4 une matrice
triangulaire supérieure de diagonale (x;,x,, ...,x,) . Ainsi P(J) est sem-

blable & une matrice triangulaire supérieure de diagonale
(P(x)) ,P(xy) , ..,P(x,)) , il suit que détM=P(x)P(xy)...P(x,) .

3) Montrons 3. Comme o est la matrice compagnon de X"-1, on a donc
2, =m(X)=X"—1=(X—x)(X—x,) ... (X—x,)

“¢ et x;#x, pour izj puisque nlg=0. Il suit que J est

avec x;€K
semblable modulo G¢, (K gy 3 la matrice diagonale, de diagonale

(xy,%g, . x,) . Ainsi M:=P(J) est semblable 2 la matrice diagonale, de
diagonale (P(x;),P(x,), ...,P(x,)) . Soit A:={P(x,) | 1<i<n}=spectre M.
Ainsi le minimal de M, comme élément de M, (K™¢) est AHA(X —-2).0On

sait aussi que c'est le minimal de M considéré comme élément de M, (K)

([ Fr. A] ex. 3.5.1). Si donc M est élément diagonalisable de M, (K) , il

suitque [] (X—2) admet une factorisation en polyndémes unitaires distincts
AeA

de K[X], ce qui veut dire que AeK et donc que P(x;)eK pour 1<i<n.
Réciproquement si  P(x;)eK pour 1<i<n, il suit que le polynéme mini-

mal de M considéré comme élément de M, (K“€) est [] (X-1) , et
AeA

comme Ae€K , il suit que M est un élément diagonalisable de M, (K)

([Fr. A]5.22).

4) Montrons 4.
4.1) Montrons 4.1. Il suit de 1. et 3. que si

P:={PeK[X] |degP<n et P(x;)eK pour 1<i<n},
alors l'application P+ P(J) est une bijection linéaire de ® sur I'espace vec-
toriel des matrices circulantes de M ,(K) qui sont des éléments diago-
nalisables de M (K) .

Soit C;(X) :=Ai(X)XnP_1 ,avec A;=L(XP/—d,P, ou d, est le degré de P,
. n

et P! estle polynémeL dérivé de P; .

Il suit de (IV.13) que (C,,C,, ..., C,) est une base de % ; cela montre que
les matrices circulantes de M, (K) qui sont des éléments diagonalisables de
M ,(K) constituent un sous-espace vectoriel de dimension r.
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4.2) Montrons 4.2. Ona K'=@® kerP,(J) ([ Fr. A.] 3.1.2.).
j=1

Par ailleurs, on sait (IV.13) que

(1) 1=C{(X) +Cy(X) +...+C(X)

Soit xe kerP;(J) , comme P;|C; pour 2<j<r,ona donc C;(J)(x)=0 pour
2<j<r. Il suit de cela et de (1) que x=C,(J)(x) . De facon analogue,

(2) sl xe kerP;(J) ,ona Cy(J)(x)=x et C;(J)(x)=0 pour j'=j.
Sidonc P est tel que P(x,)eK, il suit de (IV.13) que

(3) P(X)=P(y,) C;(X)+ P(y,) Cy(X) + ... + P(y,) C,(X)
Cela montre que
(4) P(J)=P(y,) Cy(J) + P(yy) Cy() + ... + P(y.) C.(J).

Il suit de cela et des relations (2) que l'espace propre de P(J) relativement a
la valeur propre 2 est bien @ kerP;(J) .

Jjely
5) Montrons 5.

Ona X"-1=[] ®,X) ot ®,4X) est le d-eme polyndme cyclotomique.
d|n

Il suit que Q"= @ ker®,(J) ([ Fr. A.] 3.1.2.).
dln

Soit Ay=L(X®,—¢p(d)®,) ol ¢(d) estl'indicateur d'Euler, c'est aussi le
n
degré de @, et @) est le polynéme dérivé de @, .

Soit C,(X) ::Ad(X)X;_1 . I'suit de (IV.13) que (C,),, est une base de %.
d

On a aussi

(5) 1= % C,(X)

(6)  Alors Cy(J) induit l'identité sur ker®,(J) et 'élément nul sur
ker®,(J) pour d=d’.
Soit M=P(J) avec P(X)eQ[X] et degP<n , une matrice circulante qui est
un élément diagonalisable de M, (Q) . Il suit de (3) que P(w)eQ pour tout
weQ™ et w"=1. Soit w,eQ™ avec o(w,)=d . Soit LespectreM et
I,:={d| 1<d,d|n, P(w;)=A}.

Il suit alors de (6) que l'espace propre de P(J) relativement a la valeur
propre A est @ ker®,(J) .

del;
Remarque. Il existe dans C" une base de vecteurs propres pour o . A partir
de cette derniere, on peut construire une base de ker®,(J) dans Q" (voir

Appendice de IV.13).
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I.2. Quelques comptages

[.2.1. Comptage des endomorphismes (resp. automorphismes)

diagonalisables

Proposition. Soient F, le corpsa q éléments, D, (F ) (resp. E (F,)) le sous-

ensemble de M, (F ) (resp. GC,(F ) des éléments diagonalisables.

Soit 6:N—>N [application définie par o(0)=1 et pour m>1 par
o(m)=0(Gl,,(F))=(q"-q)(g"-g") ...(¢"—¢" ).

Soit F:={B=(By,By->B,) eN?|By+By+...+B,=n}, alors

1 cardD (F )= > o(n) .
v " per 0(B) 6(By) ... o(B,)
Soit Gi={y=C11,795 sV ) ENT [ 114V 4ty =1}, alors

. dE (F)= S o(n) .
© T S st 0(ry) oy,

(1) Soit d,(F,):=cardD,(F,), alors la formule (1) se traduit en terme de série

génératrice par

k%o o(k) (tgo o(t) )"

(2") Soit e,(F,) :=cardE,(F,) , alors la formule (2) se traduit en terme de série
génératrice par

ey Xk= LXt q,1.
k%o o(k) (tgo o(t) )

Démonstration

La méthode Le groupe G, (F,) opere par conjugaison sur D, (F ), les ma-
trices qui sont un tableau diagonal de matrices de la forme

(a1, ,a5l,,,...,a.1, ) avec a;€F , ;>0 et ay+ay+..+o,=n,
constituent un systtme de représentants des orbites de D, (F,) sous cette
action. Sachant que le stabilisateur (ou sous-groupe d'isotropie) du tableau
diagonal (a;I, ,a,1 a,I,) estl'ensemble des tableaux diagonaux

ay? ag?

(81,83,...,8,) , avec S,eGC, (F,) , on en déduit le cardinal de chaque or-

bite. Et alors la sommation sur les orbites donne le cardinal de D, (F,) .

1) Description des orbites de D, (F )

1.1) Soient Fo={x,%0,...,%,},

F:={B=(By,Bys B eN|Bi+Py+...+B,=n}, P 'ensemble des polynomes
unitaires de degré n de F [X] qui se factorisent en polynémes unitaires de
degré 1 de F [X].Soit 6:2 —F lapplication définie par
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6(P)=p=(By,By,...,B,) ol B; est la multiplicité de x; dans P ; on a donc

q
PX) =1 (X—x)" . Enfin, soit f:D,(F,)>F , défini par £(A):=6(x,(X)).

i=1
1.2) Le représentant Ay .
Soient B=(By,By,....B,) €F et i;<iy<..<i, avec B; >1,B; >1,.., B; >1 et
B;=0 si jeliy,iy,...,i,.}.Soit Ay le tableau diagonal

(e Ig, 5 Xig g, oenns i Ig, )
alors AgeD, (F,) et f(Ay)=B etona
q
XAB(X)= 1:[1 (X—xi)Bi .

1.3) Les orbites de D, (F,) sous laction de GO, (F ) sont les orbites des A
pour BeF .

Le groupe an([Fq) opere par conjugaison sur Dn([Fq) , soit AeDn([Fq) , alors
il suit de 1.1) qu'il existe BeF tel que f(A)=p . Comme f(Ay) =8, il suit
de la définition de f en 1.1) que x,(X) =22, X) 3 alors le lemme ci-apres
permet de conclure que Ay et A sont dans la méme orbite.

Par ailleurs si Ay et Ay sont dans la méme orbite, on a XAB(X) :xAﬁ,(X) et
donc f(Ap) = f(Az) etpar 1.2) ona B=p". Ainsi l'application

B— G, (F ) A, est une bijection de F sur les orbites D, (F,) .

1.4) Le stabilisateur (ou sous-groupe d'isotropie) de Ag .

Selon 1.2) I'élément A, est le tableau diagonal

(xillﬁil ’ xizlﬁiz e xirlﬁir)

avec i;<iy<...<i, . Sachant que les éléments i,,i,,..,i, sont distincts, il est
facile de montrer que les éléments SeG?,(F,) qui commutent avec Ay sont
les tableaux diagonaux (S,,8,,...,S,) avec S,eGe i, (Fo) - Ainsi en utilisant

la définition de l'application o , il suit que 'ordre du stabilisateur de Ay
est o(By) o(By)...o(B,)
1.5) Le cardinal de D, (F)

Il suit donc de 1.4) que cardGC,(F,)«Az= o(n) , ainsi
7 O'(B]_) G(ﬁz) O-(ﬁq)
dD,(F)= > o(n) :
e e o8y 0 (By) - (B,

C'est bien la formule (1) .

2) Description des orbites de E,(F )
La démonstration est identique a2 1) . Toutefois il faut remplacer F par
G:={ y:(}/l,yz,...,yqfl)eNq_l 71+ 7oty =01,
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il faut remplacer ® par 2, I'ensemble des polynémes unitaires de degré n
de F [X], quines'annulent pasen 0 et qui se factorisent en polynémes uni-
taires de degré 1 de F [X] . On suppose aussi que

‘ F,—10}=(a,29,...,x, 1} .
Si y= (yl,yz,...,yqfl)eG et i;<iy<...<i, avec }/ilzl, yizzl,...,yirzl et
yj=0 si jeliy,iy,...,i,} . Alors A estle tableau diagonal

(xi1IVi1’xi21Vi2"“’xirlnr) .
Il suit que les orbites de E, (F,) sous l'action de conjugaison par G?,(F,)
sont les orbites des A, et que ces derniéres sont en bijection avec G . En
plus, l'ordre du stabilisateur de A, est
o(yp)o(rg) ..oy, 1),

il suit de cela que

cardE, (F )= > o(n) H
EAe! o(yy) 0(yg) ..oy, ¢)

ce qui est la formule (2) .

Lemme

1. Soient E#{0} un k-espace vecroriel de dimension finie, weEnd E un en-
domorphisme diagonalisable. Alors x,(X)=(X-a;) "' (X—a,)*?...(X—a,) " avec
a;#a; si i#] et 0;21 etdeplus dimker(u—a;1)=a; pour 1<i<r. Ainsi il
existe une base B de E de facon que Mat(u;B) soit le tableau diagonal de
matrices (allal,azl .,arlar) .

2. Soient A,BeM,(K) , des matrices diagonalisables.

ag?

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.
i) A estsemblable a B ,ii) x,(X)=xpX) .

Démonstration

1) Le 1. estle théoreme 5.2.2. (Fr. A. p. 213).

2) Pourle 2.,i) implique ii) est immédiat.

Si guaX)=xpX)=X-a)) M (X-ay) ?...(X-a,) " avec a,#a; si i#j et
o;>1 . Il suit alors de 1. que A (resp. B) est semblable a la matrice qui est
le tableau diagonal (aqI, ,a,I a,l,);donc A et B sont semblables.

a1’ ag o Yrda,

[.2.2. Comptage des matrices de rang r de M, ,,(F,)

Proposition. Soit [, le corps & q éléments, alors le nombre de matrices de

M, ,.(F,) quisont de rang r est
n n—1 n—r+1 r(r—1)
(¢"=1)(q"" =1)..(¢""" =1) (m_1)(" ' _1)..(q-1)q 2

(¢ —-1)(¢'=1)..(g—1)




