Algebre linéaire

Compétences

On cherchera a :

> Savoir montrer qu’une famille de vecteurs est libre ou est une base.
Ezercices 1 a 3
> Savoir montrer qu'un endomorphisme est un projecteur, une symétrie ou une
homothétie et connaitre quelques propriétés de ces endomorphismes remar-
quables.
FEzercices 4 a 6
> Savoir reconnaitre une équation linéaire.
FEzxercice 7
> Savoir montrer qu’une somme de sous-espaces vectoriels est directe et sa-
voir en tirer les conséquences (décomposition d’un vecteur, dimension de la
somme).
Ezercices 8 a 11
> Savoir montrer qu’un sous-espace vectoriel est stable par un endomorphisme
et savoir en tirer les conséquences d’un point de vue matriciel.
Ezercices 12, 13, 29
> Savoir montrer que deux matrices sont semblables.
FEzercices 15 et 16
> Savoir calculer et utiliser la trace d’une matrice carrée ou d’'un endomor-
phisme.
Ezercices 17 et 18
> Savoir calculer des déterminants, particulierement ceux de Vandermonde ou
des matrices triangulaires supérieures par blocs.
Ezercices 19 a 22
> Savoir utiliser les polynémes d’endomorphisme ou de matrice.
Ezercices 23 & 25
> Savoir utiliser les formes linéaires non nulles et leurs noyaux : les hyperplans.
Ezercices 26 a 29
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Coup d'ceil sur le chapitre

Consolider les acquis de premiére année sur les notions d’espaces et de sous-espaces
vectoriels, de familles libres, de bases, d’applications linéaires, d’endomorphismes
et de représentations matricielles de ceux-ci est le premier objectif. Le fil rouge
de ces révisions est de travailler la fluidité du passage du registre géométrique
(applications linéaires, famille de vecteurs,...) au registre matriciel, fluidité qui sera
particulierement mise a I’épreuve lors de I’étude du concept de matrices semblables.

La premiere nouveauté consistante est le concept de somme directe de plusieurs
sous-espaces vectoriels. Il s’agit d’une généralisation de la notion de sous-espaces
vectoriels supplémentaires vue en premiere année.

La stabilité d’un sous-espace vectoriel par un endomorphisme a une caractérisation
matricielle souvent utile dans le calcul ultérieur de certains polynémes caractéris-
tiques et dans le domaine de la réduction d’un endomorphisme.

Il en découle la nécessité de savoir calculer les déterminants de matrices supérieurs
par blocs ou diagonales par blocs.

La notion centrale de matrices semblables, c’est-a-dire de matrices représentant le
méme endomorphisme dans deux bases, prépare, comme ’ensemble de ce chapitre,
le chapitre sur la réduction des endomorphismes et des matrices carrées. La trace
sera alors un précieux moyen de vérification du calcul des valeurs propres et il y
sera fait un grand usage des polynémes d’un endomorphisme ou d’une matrice,
notion introduite dans ce chapitre.

Enfin, les formes linéaires non nulles et leurs noyaux, les hyperplans, sont également
étudiés pour leur utilité ultérieure.

Le saviez-vous?

La notion d’espace vectoriel a été introduite dans les années 1840 par Arthur
Cayley (1821-1895) et Hermann Grassmann (1809-1877). Le premier a considéré
des n-uplets de réels et a défini dessus des opérations. Le second a fourni une
théorie tres confuse, incomprise de ses contemporains, mais qui avait I’avantage de
ne pas dépendre d’une base.

Les espaces vectoriels ont été formalisés en 1888 par Giuseppe Peano (1858-1932)
et sont devenus le cadre naturel de la géométrie, mais aussi de nombreux autres
domaines ; on peut concevoir des espaces vectoriels dont les éléments sont des fonc-
tions, des polynémes ou des matrices. L’algebre linéaire permet en effet d’utiliser
I’intuition géométrique dans des théories mathématiques dépourvues de support
intuitif apparent.
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Enoncés des exercices

Révisions

)

Soit (P )nen une famille de polynémes non nuls de K[X], telle que, pour tout
entier n, deg P, < deg P,,11 (une famille de polynémes & degrés échelonnés).
Montrer que (P,)nen est une famille libre de K[X].

Exercice 2.

Soit E le sous-espace vectoriel de .4, (R) constitué des matrices diagonales et A
la matrice de F définie par : A = diag(1,2,--- ,n).
Montrer que la famille (I,,, 4, A%,---, A""!) est une base de E.

Exercice 3.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et u un endomorphisme de E. On
suppose qu’il existe un entier p > 1 tel que :

uP~' #0 et uP = 0 ('endomorphisme nul).
1. Justifier 'existence d’'un vecteur a de E tel que uP~!(a) # 0.
2. Montrer que la famille (a,u(a), u?(a), -+ ,uP~!(a)) est libre.

3. En déduire que p < n, puis que u" = 0.

Exercice 4.

Soit p et g deux projecteurs d’un K-espace vectoriel E.

1. Montrer que : p + g est un projecteur si, et seulement si, poq = gop = 0
(endomorphisme nul).

2. Montrer alors que Ker (p + q) = Ker pNKer g et Im (p+ ¢) =Im p + Im gq.

Exercice 5.

On considére un K-espace vectoriel E et deux projecteurs p et ¢ de E, vérifiant
bpoeg=gqop.

1. Montrer que p o ¢ est un projecteur.

2. Montrer que : Im (po ¢) =ImpNImg.

3. Montrer que : Ker (p o ¢q) = Kerp + Kerg.
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Exercice 6.

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d’'un K-espace vecto-
riel F.

1. Montrer que : si p est le projecteur de E tel que Imp = F et Kerp = G, alors
s =2p — Idg est la symétrie par rapport a F parallelement a G.

2. Réciproquement, vérifier que : si s est la symétrie par rapport a F' parallelement
1
a G, alors p = 5(5+IdE) est le projecteur de E tel que Imp = F et Kerp = G.

3. Définir, a partir de p, le projecteur ¢ de FE tel que Img = G et Ker ¢ = F', ainsi
que la symétrie s’ par rapport & G parallelement a F.

Exercice 7.

On recherche tous les polyndmes P de R[X] tels que :
P(0)=-2,P(1)=0et P(2) =3.
1. Formaliser ce probléme sous la forme d’une équation linéaire.

2. Trouver I’ensemble des solutions de ’équation homogene associée.

1 3
3. Apres avoir vérifié que Py = §X 2 4 =X — 2 est I'une d’elles, décrire ’ensemble

de toutes les solutions du probleme.

Produit et somme d'espaces vectoriels

Exercice 8.

Soit n € N* et (Ei)ie[[l,n]] une famille de n sous-espaces vectoriels d'un K-espace

vectoriel F.
n

1. Montrer que, si Z FE; est une somme directe, alors :
i=1
V(i,j) € [1,n]?, (i # j = E;NE; ={0g}).
2. Montrer que, dans le cas n = 2, il y a méme équivalence, c’est-a-dire :
E; + E5 est une somme directe < E; N Ey = {0g}.

3. Montrer, & 'aide d’un contre-exemple choisi dans R?, que, dans le cas n > 2, la
réciproque de I'implication de la premiere question est fausse.

Exercice 9.

Soit E' un K-espace vectoriel, p un entier naturel non nul et Fy, Fy,.., F}, des
sous-espaces vectoriels de F.
p
1. Montrer que : si Z F; est directe alors toute famille (mi)ie[[l’p]] de vecteurs non
i=1
nuls de Fy x Fy x --- x F}, est libre.
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2. On suppose, réciproquement, que toute famille (z;);eq1 ] de vecteurs non nuls
de Fy x Fy x -+ x F}, est libre.

a) Montrer que : si J C [1,p], toute famille (z;);es de vecteurs non nuls de

H F} est libre.
jed
P
b) En déduire que Z F; est directe.
i=1

3. Enoncer le résultat obtenu.

On considére un endomorphisme f d’un espace vectoriel E de dimension finie
vérifiant : 3 }
(f+1dg)o(f —2Idg ) =0, ot 0 est 'endomorphisme nul de E.

1. Montrer que les sous-espaces vectoriels Ker (f + Idg ) et Ker (f — 2Idg ) sont
supplémentaires dans F.

1 1
2. On pose p = g(f—&—IdE) et q:—g(f—2IdE).

a) Calculer p o q et g o p, puis, pour tout n de N, p™ et ¢".

)
b) En déduire, pour tout n de N, I’expression de f™ en fonction de p et g.
c¢) Montrer, en exhibant f~!, que f est bijective.

)

d) On pose, pour n € N*, f=" = (f~1)". La formule obtenue & la question 2.
b) est-elle valable pour tout n de Z?

f est un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E et Ay, Ag, -+, A, sont n sca-
laires deux & deux distincts. (n > 2)

Montrer que la somme des noyaux des endomorphismes (f — \;Idg), i € [1,n],
est directe.

Sous-espaces stables et matrices par blocs

Soit F un K-espace vectoriel et © et v deux endomorphismes de F qui commutent.
1. Montrer que Ker (v — Mldg ) est stable par w.

2. Donner la structure de la matrice de v dans une base de F adaptée a
Ker (v — Aldg ).
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)

Soit E un K-espace vectoriel et u € Z(F) tel qu'il existe n € N* tel que v" = Idg.
Soit V' un sous-espace de E stable par u et p un projecteur tel que Imp = V.

1 n
Soit g = — uP opouF,
g=- ; p

1. Montrer que : Imp = {z € E|p(x) = z}.

2. Montrer que gou =wuo¢q, que Imq C V, puis que po g = gq.

3. Montrer que q est un projecteur dont le noyau est un supplémentaire de V' stable
par u.

D’aprés Centrale-Supélec

Soit A € A, (K), B € M, ,(K) et C € 4,(K).

I B
1. Montrer que : si N = ( = ), alors rig N =n+rgC.
Opn | C
. A | Opp
2. Montrer que : si M = 0 C ,alorsrg M =rg A +rgC.
p.n

Matrices semblables

-1 3 0 2 0 0
Montrer que A= 0 2 0 |etB=[0 —1 0 | sont semblables.
2 1 -1 0o 2 -1

(*)

Soit A une matrice de .#,(R) de rang r telle que A% = 0,,.

Montrer que A est semblable & ( 8 {)T )

D’apres Mines-Ponts

Trace

1. A et B étant deux matrices de ., (R), montrer que : tr (AB) = tr (BA).
2. Montrer qu'il n’existe pas de matrices A et B de ., (R) telles que :

AB —BA = 1I,.
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3. Montrer que, si deux matrices de ., (R) vérifient AB — BA = A, alors A n’est
pas inversible.

4. Montrer que, A étant une matrice de ., (R) :
sitr (AT A) =0, alors A = AT = 0.

Soit A une matrice de .#;,(K) de trace non nulle et
() — M (K)
U M —s tr(M)A—tr(A)M °
Montrer que f est un endomorphisme de ., (K) dont on précisera I'image et le
noyau.

Déterminants

20 +3 3a?2+4a 4a® + 5a?
2b+3 3b2+4b  4b3 + 5b?
2c+3 32 +4c 43 + 562
2d+3 3d%+4d 4d3 + 5d>

Calculer le déterminant

— =

1 1 1 1 1
r a b ¢ d
1. Calculer le déterminant V(z,a,b,c,d) = |22 a® b* 2 d?|.
22 ad 3 B
4 4 4

zt et bt A

2. Développer V(z,a,b,c,d) par rapport & sa premiére colonne.

I R
3.Endédure D= % G |
at b

Soit A, B, C et D quatre matrices de 4, (K) telles que CD = DC et D inversible.

A|B
On pose M = <T‘T)

A B D O'f], Y M
Calculer ( cTDh ) ( — — ), ou 0,, est la matrice nulle de ., (K).

En déduire det M.
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A et B étant deux matrices de ., (K), montrer que :

I, | A A|B
det ( 1. 1B ) =det(B — A) et det (ﬁ) = det(A + B) x det(4A — B).

Polynomes d’'un endomorphisme, d’'une matrice

Soit n € Ntel que n > 2 et M € 4, (R) vérifiant M? = M*. On note I,, la matrice
identité de taille n.

1. Calculer (I, + M)(M? — M3). En déduire que, si I,, + M est inversible, alors
M? = M3.

2. Trouver deux polyndmes U et V tels que :

(1+X)U + (X2 - X3)V =1.

3. Montrer que si M? = M?, alors I,, + M est inversible. Calculer, dans ce cas,
I'inverse de I, + M comme polynéme en M.

Soit n € N tel que n > 2 et A, B € #,,(K). On suppose qu’il existe un polynoéme
P non constant tel que AB = P(A). Si P(0) # 0, montrer que A est inversible et
que A et B commutent.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € £ (E) vérifiant v® = Id .
1. Si K = R, montrer que E = Ker (u — Idg ) @ Ker (u? + u + Idg ).

2. Si K = C, montrer que E = Ker (u —Idg ) ® Ker (v — wldg ) ® Ker (v — Wldg )
ou w est un nombre complexe a déterminer.

Formes linéaires et hyperplans en dimension finie

Soit f et g deux formes linéaires non nulles sur un espace vectoriel £ de dimension
n > 2 telles que Ker (f) = Ker (g). Montrer que f et g sont proportionnelles.



