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Epreuve 1

Notations

On note E D'espace vectoriel normé des applications continues du seg-
ment [0,1] dans C muni de la norme f — || f|| = sup |f(z)| et L(E)

ITX

I’espace vectoriel des applications linéaires continues de E dans lui-
méme. Soient v un élément de L(E) et f un élément de E ; l'image
de f par v est notée vf. L’espace L(FE) est muni de la norme
v |[Jofll = sup [lof].

I71<1

Le probleme se propose d’étudier quelques propriétés d’un opérateur
appliquant F dans lui-méme qui est introduit dans la quatrieme partie.
Pour ce faire, dans les deux premieres parties, on met en place les outils
nécessaires a cette étude.

Rappels

La deuxieme fonction eulérienne notée I' est la fonction réelle définie sur
I'intervalle ]0, +-00[ par la formule suivante :
+oo
Vz €]0,+o0], T'(z) = / e " 1at.
0

Cette fonction est indéfiniment dérivable sur l'intervalle |0, +o00[ et pour
tout entier naturel k£ et tout nombre réel x > 0,

) (z) = / o (In(t)) et Ldt.
De plus, pour tout x > 0, cette fonction vérifie I’équation
[(z+1) =al'(z).
Comme I'(1) = 1, il en découle que, pour tout entier naturel n,
I'(n+1) =n!

Partie I- Questions préliminaires

I.1) Montrer qu’il existe un réel ¢ de l'intervalle |1, 2[ tel que I'(¢) = 0.

1.2) En déduire que la fonction I' est strictement croissante sur l'inter-
valle [2, 4+o0].

1.3) Montrer que, pour tout nombre réel v > 0,4* = O(F({E)).

xr—-+00
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Partie II- Comportement asymptotique de la somme
d’une série entiére au voisinage de la borne supérieure

de son intervalle de convergence
IT.A - Soit ® une application continue de l'intervalle [0, 00| dans R
intégrable sur l'intervalle [0,+o00[. On suppose de plus qu'il existe un
nombre réel tg > 0 tel que la fonction ® soit décroissante sur 'intervalle
[to, +OO[.
I1.A.1) Etablir que la fonction ® est positive sur Pintervalle [to, 4+00].
(On pourra raisonner par ’absurde).
I1.A.2) Soit h un nombre réel strictement positif.

a) Prouver que pour n suffissamment grand,
nh
0 < hd(nh) < / B(t)dt.
(n—=1)h

b) Montrer que la série > h®(nh) converge.
oo +oo
ILA3) P c i h®(nh) = ®(t)dt.
) Prouver que Jim, ZO (nh) /0 (t)

(On pourra introduire un nombre réel a suffisamment grand et écrire :

o0 [a/h] oo
> hd(nh) =Y hd(nh)+ Y hd(nh)
n=0 n=0 n=[a/h]+1

ou [a/h] désigne la partie entiere du nombre réel a/h.)

I1.B - Pour tout nombre réel o > 1, on note g, la fonction définie sur
Iintervalle [0, +o0o[ par la formule g, (t) = e~ ¢~ 1.

II.B.1) Vérifier que la fonction g, satisfait aux conditions du II.A. En

déduire que : lim (— In(z)) Z go(—nln(z)) =(a).
n=0

r—1—

I1.B.2) On considere la série entiere Z n®tz™,
n>1
a) Etablir que le rayon de convergence de cette série entiere est égal a
1. On note S, la somme de cette série entiere.
T
b) Prouver que So(z) - s

Partie I1I- La premiere fonction eulérienne

ITI.A-
III.A.1) Etablir que, pour tout couple (ar, B) de nombres réels stricte-
ment positifs, la fonction ¢ — t*~1(1 — ¢)#~1 est intégrable sur
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I'intervalle ]0, 1].

Pour tout couple (o, 3) de nombres réels strictement positifs, on pose :

Bl ) = /01 P11 — 1)l

II1.A.2) Prouver successivement pour tout couple («, 3) de réels stricte-
ment positifs, les relations suivantes :

(i) B(e, ) = B(B, ),

+oo toc—l
ii) B = ——=dt
(11) (Og’ﬂ) /() (1 + t)a+ﬁ
t
(on pourra utiliser le changement de variable u = 1——75)
a

(iii) B(a+1,3) = B(a, B).

a+p
III.B - On se propose d’établir pour tout o > 0 et tout 3 > 0 la
I'(a)l’
formule suivante : B(a, 3) = M,
I+ 5)

I11.B.1) A laide de la relation (iii) montrer qu’il suffit de prouver
I’assertion lorsque les réels o et § sont strictement supérieurs 2.

II1.B.2) Soient « et [ deux nombres réels strictement supérieurs a 2.
Pour tout entier n strictement positif, on pose :

1% pya-1 kN B-1
HoIE (BT sy
A
a) Etablir que la fonction g, g : t — t*~1(1—£)?~ est lipschitzienne sur

le segment [0, 1]. On note A, g un rapport de Lipschitz de cette fonction,
c’est-a-dire tel que Vz,y €[0,1], |[¥a,8(2) — Ya.5(y)| < Aaglz — yl.

b) Prouver que, pour tout entier n strictement positif :
A
[un (v, ) = Bla, B)] < 522

¢) On reprend les notations de la question (II.B.2).

Etablir que, pour tout nombre réel z de I'intervalle [0,1] :

oo
Sa(2)Sp(x) = un(a, B+ 1am,
n=1
Déduire de la question 2.b) que, pour tout réel z,0 < x < 1,

50 (2)S3(0) ~ B0, B)Sass(w)] < 22505 1(2)

En utilisant le comportement des fonctions (S,),~¢ au voisinage du
point 1, conclure que :

[(e)D(B) = B(a, H)I' (v + ).
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ITI.C - Formule des compléments

I11.C.1) Etablir que la fonction a — B(a,1 — a) est continue sur
I'intervalle ]0, 1].

ITI1.C.2) Soient p et g deux entiers naturels tels que 0 < p < q.

2p+1 2p+1 oo ¢
a) Vérifier que B( Pt 1 — Pt ) :2q/ dt.
0

% 2% 1+ 29
2k +1
b) Pour tout entier k£ €]0,q — 1], on note z; = exp (Z 2+ 7T>'
q
, X 15, 1 1
Etabli — = p+1( - ) '
ablir que 1+ X2 2 2 2l X -z X+z (%)

c¢) Apres avoir vérifié que, pour tout nombre complexe ¢ de partie ima-
ginaire non nulle, la fonction

1 t — Re(c
t— 5 In ((t — Re(c))? + (%m(c))2) + i arctan <7())

Sm(c)

o . 1 .
est une primitive sur R de la fonction ¢ +— P prouver en utilisant
oo TS ot
judicieusement la relation (%) que : dt = —1— P

+oo t2p e 1
En conclure que 1/0 mdt - Q_QW
sin 2—q7T
II1.C.3) Déduire de (III.C.1) et (III.C.2) que :
™
Vael0,1], B(a,1 —a) =T(@)l(1 - a) sin(ma)

Partie I'V- L’opérateur d’Abel

Dans toute cette derniere partie, on suppose que « est un nombre réel
appartenant 'intervalle ]0, 1.

IV.A-

IV.A1) Etablir que pour toute fonction f de E et pour tout réel x de

t
I () — est intégrable sur l'intervalle

(z —1)

I'intervalle ]0, 1], la fonction ¢ —

10, x].
IV.A.2) Pour tout élément f de F, on note A, f la fonction définie sur
le segment [0, 1] par les formules suivantes :

Aaf(x):Osixzo;Aaf(az):/ow%dt810<x§1.
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a) Vérifier que, pour tout f élément de E et tout réel z du segment
! tx

0,1, Au f(z) = 21~ /0 %dt.

b) Montrer que, pour tout élément f de E, la fonction A, f est une

fonction continue sur le segment [0, 1].

c) Etablir que I'application A, : f — Ay f est un endomorphisme con-

tinu de I'espace vectoriel normé E et que :

1
I Aalll = sup [[Aafll =

IFI<1 1-
IV.B - On définit la suite (A7),>¢ par la condition initiale A% = I
(application identité de E) et, pour tout n > 0, par la relation de
récurrence suivante AT = A, o A7
IV.B.1) On pose =1 — a.
a) Pour tout entier n > 1, pour tout f élément de E et pour tout z du
z"?(T(B))"
G I
b) En déduire que, pour tout n > 1, A” est un endomorphisme continu

(r(®)"

de E et que : |||A%]]| € =—F—-
IV.B.2) Pour tout nombre réel positif 7, montrer que :
(T(8)"
lim y"—=————~ =0

(On pourra utiliser le résultat de la question préliminaire 1.3.

segment [0, 1], établir I'inégalité suivante : |AL f(z)| <

IV.B.3) Soient A un nombre complexe non nul et f un élément de E.
a) Prouver que la série de fonctions Y A" A” f converge uniformément
sur le segment [0, 1]. On note g la somme de cette série de fonctions.

b) Prouver que : (Ig — A, )g = f.

c¢) En déduire que, pour tout nombre complexe A non nul, 'opérateur
o

I — M\A, est inversible et que : (Ig — )\AOZ)*1 = Z A"AL
n=0
ou Z A" A7 désigne 'application f — Z A"AL(S).
n=0 n=0

IV.C - Pour tout entier naturel n, on note e, la fonction monomiale
t—t".
IV.C.1) Soit n un entier naturel.
a) Calculer A,e,.

7T En+tl

b) En déduire que : (A1 0 Aa)en = s ST
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IV.C.2) Ce résultat suggere d’introduire 'opérateur P défini sur E par
la formule suivante : Vz €[0, 1], Pf(z) = / f(6)dt

0
Ainsi, avec cette notation, pour tout entier naturel n,

™

(Al—a @) Aa)en = MPG,L
Etablir que pour toute fonction polynomiale v,

T
(A1 a0 A = —— P,
sin(mar)
IV.C.3) Formule d’inversion d’Abel.
a) Montrer que P est un endomorphisme continu de E tel que ||| P||| = 1.
b) On pose B, = Aj_, 0 A,. Montrer que : B, = L
sin(ma)

c¢) Soit D lopérateur qui & toute application contintiment dérivable de

[0, 1] dans C associe sa dérivée.
T

Montrer que D o B, est bien défini et que : D o B, = Ig.

sin(ma)
d) En déduire que 'opérateur A, est injectif.
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Solution
Partie I

I.1) La fonction I' étant continue sur [1,2], dérivable sur |1,2[ et vérifiant
I'(1) =T'(2) = 1, il existe c€]1,2[ tel que I''(c) = 0 d’apres le théoreme de
Rolle.

+o00
1.2) Pour tout z € R}, T"(z) = /0 (ln(t))Qe_ttx_ldt > 0 car la fonction

t— (ln(t))Qe_ttg”_1 est continue, positive distincte de la fonction nulle sur
Ri. Donc I est strictement croissante sur Ri. Comme I est continue sur
Ri, on déduit de I.1) que I''(z) < 0 si z€]0,c[, I'(x) > 0 sur |e, +oo[. Par
suite I' est strictement croissante sur [c, +o00[ a fortiori sur [2, 4+00].

1.3) T croit sur [2,+oo[, si ¢ > 1, I'(z + 1) > T'(E[z + 1]) = (E[z])!, par
conséquent I'(x) ——— 400, Dongc, si 0 < v < 1 le résultat est immédiat.

Tr——+00
x+1 n+2 n
. Y Y 27
Siy>1,posonsn=[zx]<zx<n+1,alors 0 < < =v"—
7 P 2] + I(z+1) n! Tl
,yn n+2
Comme la série ) — converge de somme €?, on a lim = 0 et, par
;s . Y .
théoreme d’encadrement lim —— =01ide. 7v* = o(I'(x)).
Partie I1

I1.A.

II.LA.1) S’ existe t; > to tel que ®(¢1) < 0. Comme P est décroissante sur
[to, +oo[, on a ®(t) < P(t1) < 0 pour tout t > ¢; i.e. pout tout ¢ €[ty, +0o0],
0 < —®(t1) < ®(t). La fonction constante non nulle ¢ — ®(t1) n’étant pas
intégrable sur [tg, +oo[, I'inégalité précédente entre fonctions positives im-
plique la non intégrabilité de ® sur [tg,+o0o[ ce qui contredit I'hypothese.
Donc la fonction @ est positive sur [tg, +00].

t
I1.A.2) a) Soit ng = [ﬁo} + 1. Alors n > ng = (n — 1)h = noh = to.

Comme ® est décroissante sur [tg, +00[, pour tout n > ng on a

Vte[(n —1)h,nh],0 < &(nh) < ®(t) < ©((n — 1)h).

® étant continue sur le segment [(n — 1)h, nh|, 'inégalité de la moyenne donne
nh

0 < hd(nh) < / Bt < hD((n—1)h) ().
(n—=1)h

b) La suite de segments ([noh,nh]) étant une suite exhaustive de seg-

nh
ments de l'intervalle [noh, +ool, la série Z ®(t)dt dont les sommes
(n—=1)h

>7’L0

n>no
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n kh nh

partielles sont n — / O(t)dt = / ®(t)dt est une série conver-
ko1 (k=1 noh

gente puisque ® est intégrable sur [tg, +0o[. On déduit de 'inégalité de 11.2.a)

que la série Y h®(nh) converge

I1.A.3) Notons N(h { } Z h®(nh) (h) +V(h), ou

h(N(h)+1) 0o
U(h) = Z h®(nh) et V(h) = Z h®(nh) et montrons que
n=0 n=h(N(h)+2)
to +o00
lim U(h) = / B(t)dt et Tim V(h) = / B(t)dt.
0

h—0+ h—0+ to

(i) On déduit de (*) que, puisque la série > h®(nh) converge et & est

intégrable sur R4 que
0 400 0

> hd(nh) < / Ot)dt < Y h®(nh)

n=N(h)+2 (N(h)+1) n=N(h)+1
—+o0
i.e. V(h) < / O(t)dt < V(h) + h®(h(N(h) + 1)) (%%).
h(N(h)+1)
Or hN(h) < tg < h(N(h) + 1) < to + h implique to — h < hN(h) < to. Donc,
par encadrement, hlil%l+ hN(h) = to.

La fonction x +— / ® étant une primitive sur Ry de la fonction continue

+oo +oo
®, est elle méme continue sur R} donc lim O(t)dt = / D.
h—=0% Jp(N(h)+1) to
Par passage a la limite quand h tend vers 0, on déduit dans (xx) que
+oo
lim V(h) = / O (t)dt.

h—0+ to

(ii) En utilisant la relation de Chasles dans les intégrales, on a
N(h)

h(N(h)+1) (n+1)h
U(h) — /O O(t)dt = > / (®(nh) — ®(t))dt.

n=0 v nh
La fonction ® étant continue sur [0, A(NN(h)+1)] y est unifomément continue
d’apres le théoreme de Heine. Donc
Ve €RY, Ja €RY,V(z,y) €[0, A(N(h) + )2, |z — y| < a = |0(x) — B(y)| < e.
Site€[nh, (n+ 1)h] alors |t — nh| < (n + 1)h —nh = h.
Donc 0 < h < a = |®(t) — ®(nh)| <

h(N(h)+1)
D'oh 0 < h < a = [U(h) - / B(t)dt| < h(N(h) + 1) < e(to + ).
0

to
Donc hlim+ U(h) = / O (t)dt et le résultat est prouvé.
—0 0



