CcCP Développement en
Filiere MP 2013

Epreuve 1

série entiere
Exercice 1 : une série de Fourier

On considere la fonction f de R dans R, 27-périodique, impaire, vérifiant
pour tout réel x €0, 1], f(z) =1et f(0) = f(7) = 0.

1. Représenter graphiquement la fonction f sur R puis déterminer la
série de Fourier de la fonction f.

2. Justifier 'existence des sommes suivantes et utiliser la question
précédente, en énoncant les théoremes utilisés, pour donner leur valeur

= (-1 =
® D or ®) 2. @i

k=0 k=0

Exercice 2 : un systeme différentiel

On considere le systeme différentiel de fonctions inconnues z, y et de

. o =x—y
variable t e R : ,
Yy =z + 3y
1. On considere la matrice A = i _31> Calculer le polynéme ca-

ractéristique de la matrice A et en déduire que la matrice B = A—215 est

nilpotente. En utilisant sans démonstration 1’égalité e*4 = e?tet(A—212)

valable pour tout réel ¢, donner ’expression de la matrice et4.

2. En utilisant ce qui précede, ou a I’aide de toute autre méthode, trouver
la solution du systeme différentiel vérifiant x(0) = 1 et y(0) = 2.

Probleme : séries de Taylor et développement en série entiere

Dans ce probleme, toutes les fonctions considérées sont définies sur un
intervalle I de R et a valeurs réelles.

Partie préliminaire

Dans cette partie, les questions sont indépendantes les unes des autres
et leurs résultats peuvent étre admis dans la suite du probleme.
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1. Justifier, pour tout réel x € |—1, 1], 'existence de Z nz"* et donner
n=1
sa valeur.

2. On rappelle que la fonction I" est définie pour tout réel x €0, +o0]
+oo
par : I(z) = / t*Le~tdt.
0

Démontrer que pour tout réel z€]0,+oo[,I'(x + 1) = 2I'(z) et en
déduire, pour tout entier naturel n non nul, la valeur de I'(n).

3. Démontrer la formule de Taylor avec reste de Laplace (ou reste
intégral) : si I est un intervalle contenant le réel a, si f est une fonction
de I dans R de classe C*° sur 1, alors pour tout réel x € I et pour tout
entier naturel n, on a

n T —a k T ()"
f(x)ZZ—( o ) f(’“)(a)+/ %f(”“)(t)dt-

k=0 a
ON RAPPELLE LE THEOREME SUIVANT :

Si une fonction f admet un développement en série entiere sur l'inter-
valle | — a, a[, alors :

- la fonction f est de classe C*° sur | — a, af,

- son développement en série entiere est unique et est donné par la série
de Taylor de la fonction f a 'origine :

Vee]—a,al, f(z) = Z
n=0

1)
n!
I. Quelques exemples d’utilisation de ce théoreme

4. On considere la fonction f définie sur R par :
sin(x)

f(0) =1 et pour tout réel x # 0, f(x) =
Démontrer que la fonction f est de classe C*° sur R.

5. Expliciter une fonction f de classe C*° sur un voisinage de 0 et
vérifiant, pour tout entier naturel n, ’égalité f(n)(0) = n.n!

6. Un théoreme des moments.

Soit f une fonction développable en série entiére sur |— R, R[ avec R > 1,

X £(n)
vee]- R R f) =3 1 n!(o)x".
n=0

1
On suppose, que pour tout entier naturel n,/ f(x)z"dx = 0.
0
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L’objectif de cette question est de montrer que f est identiquement
nulle sur | — R, RJ.

FM(0)

n!

(a) Démontrer que la série Z f(zx)
n=0

x™ converge normalement

sur l'intervalle [0, 1].
1
(b) A T'aide du calcul de / (f(x))*dz, démontrer que la fonction f

est nulle sur U'intervalle [0, 1].

(c) Démontrer que f est la fonction nulle sur Uintervalle | — R, RJ.

II. Contre-exemples

7. Donner un exemple de fonction f a la fois de classe C*° sur un
intervalle I et développable en série entiere au voisinage de ’origine,
mais qui ne coincide pas avec sa série de Taylor en 0 sur I tout entier.

8. Un exemple de fonction ne coincidant avec sa série de Taylor en 0
sur aucun voisinage de 0.
On considere la fonction f définie sur R par :
1
pour tout réel z # 0, f(x) = exp ( - —2> et f(0)=0.
x
(a) Donner, a l'aide de la calculatrice (sans étude), l'allure de la
courbe de la fonction f.

(b) Par les théoréemes généraux, la fonction f est de classe C*° sur
10, 400
Démontrer que pour tout entier naturel n, il existe un polynéme P, tel
que, pour tout x €0, +-ool, f(™ (z) = };nT(:) exp < - %)

(c) Démontrer que la fonction f est de classe C* sur [0, +o00[ avec
pour tout entier naturel n, £ (0) = 0.
Par parité, la fonction f ainsi définie est de classe C*° sur R.

(d) La fonction f est -elle développable en série entiére sur un inter-
valle | — r,r].

9. Un exemple ou la série de Taylor de la fonction f en 0 a un rayon
—t

+oo e
nul. Pour tout z réel, on pose : f(z) = ———dt.
conpose fla) = [
—t
e
(a) Justifier que, pour tout réel z, la fonction t — 1T a2 est bien
T

intégrable sur [0, +oo[, puis démontrer que la fonction f est de classe
C! sur R.
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On admettra que la fonction f est de classe C* sur R et que I'on obtient
les dérivées successives en dérivant sous le signe intégrale.

(b) Pour t € ]0, +00[ calculer, au moyen d’une série entiere, les dérivées

—t
. p . € L1
successives en zéro de la fonction x — -———= pour en déduire
1+ ta?
I'expression de f(™(0) pour tout entier naturel n.

(0
10

(c) Quel est le rayon de la série entiere Z !
n!

n=0
La fonction f est-elle développable en série entiere & ’origine ?

III. Condition suffisante

On se propose, dans cette partie, d’étudier une condition suffisante
pour qu’'une fonction de classe C*° sur un intervalle centré en 0 soit
développable en série entiere au voisinage de 0.

10. Soient a un réel strictement positif et f une fonction de classe C*
sur l'intervalle | — a, a].
On suppose qu'il existe un réel M > 0 tel que, pour tout réel z € | —a, a]
et pour tout entier naturel n, | £ (z)] < M.

(a) Démontrer que la fonction f est développable en série entiere au
voisinage de l'origine.

(b) Donner un exemple simple de fonction pour laquelle ce résultat
s’applique.

Solution

EXERCICE 1

1. Le dessin est laissé au lecteur. La fonction f étant continue par morceaux
sur R, impaire et 27r périodique, on a : Vn eN,a,(f)=0.
cos(nt 2
VneN*,b, / f(t)sin(nt)dt = [ ( )} =—(1-=(=1)").
0

nmw
4

m(2k + 1)
2. (a) Comme f est de classe C' par morceaux sur R et 27-périodique, d’apres
le théoreme de Dirichlet, sa série de Fourier converge simplement sur R de

Donc : Vk € N, bap(f) = 0 et bogy1(f) =
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somme [ : xH%hli%l (f(m—l—h)—l—f(ac—h)).

Ve eR, f(z Z ) sin(nx) % Z 22:—1: z),

4
En particulier f< > =— Z
T

(b) La fonction f étant contlnue par morceaux sur R, impaire et 2m-

2k:+1 Onc};)zkﬂ U

périodique, on déduit du théoreme de Parseval que : / f? = Z b (

nl
100 o 2
Doncl=-% — > :
one 2;0 (2k;+1 Z:Qk—i—l 8
EXERCICE 2

1. X4(A) = A2 —tr(A4) +det(A) = N2 — 4\ +4= (A —2)2.

D’apres le théoréme de Cayley-Hamilton, X 4(A) = 0 i.e. B? = (A—215)? = 0.

La matrice B est donc nilpotente.

A = 2], + B. Comme B et I, commutent, et4 = 228 = ¢2tetB,

Comme, B¥ =0 pour tout k > 2, on a e!® = I, +tB = (1 — 2t)I, + tA.
1—t

—t
tA _ 2t _tB _ 2t .
Donc e** = e“"e"® = ¢ " 1 t>

2. Le systeme différentiel linéaire homogene s’écrivant X’ = AX, la résolution
donne : Vt € R, X (t) = !4 X (0).

Comme X(0) — (;) on a X(1) = 2 <1;t 1_+tt> @)

z(t) = e (1 — 3t)

D 1 VteR, .
one { y(t) = e2(2 + 31)

PROBLEME

Partie préliminaire

1. La série géométrique Z x™ converge si |z| < 1 de somme

_Z$

— X

Donc Vz €] —
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Du théoreme de dérivation des séries entieres on déduit que

Vee]—-1,1 (e Zn:c

2. Par intégration par partles, si0<a<b,

b b b
/e‘ttxdt:[—tme_t] +/ et Ldt.
a a a

lim+ t“e " =0carz >0 ; h? t*e”" = 0 par croissances comparées, par
t—0 t—4o00

passage a la limite, on déduit de I’égalité précédente : I'(x 4+ 1) = «I'(x).

Par récurrence, on en déduit Vn e N*,T'(n) = (n — 1)..

3. Prouvons le théoreme par récurrence.

/m o E't)o f/(t)dt = /I f/(t)dt = f(z) — f(a). Le résultat est vrai si n = 0.

Soit n € N*. Supposons que, pour tout z € I,

s@ =3 E @ s [T e ),

k=0
Comme f €C*>(I,R), par intégration par parties, en posant

R, (x) = / (x;!t)f("ﬂ)(t)dt, on obtient :

R(z) = [—(:1: —t)ntl fn+1)(t)K N /:‘ (x—t)"* f(n+2)( t)dt

(EL+1)) (n+1)!
i.e. Ry(z) = ﬁf("ﬂ)( a) + Ry41(x).
. R S (0 T )"
On déduit de (x) : f(z) = kzzo Tf(k)(a) +/a Wf( T (t)dt.

D’on I’égalité vraie au rang n+ 1. On conclut avec le théoreme de récurrence.

Partie I

S (e = (—1)a
4. Vz e R, sin(x) = Z e = V2 R, f(x) = Z Tom LV
— (2n+1)! — (2n+1)!

f étant somme d’une série entiere de rayon de convergence +oo est de classe
C> sur R.

5. On déduit de la question 1. du préliminaire que :

oo . -
V€] Zn:z: 7;]71:6 —m-

La fonction f P T est de classe C* sur | — 1, 1] comme fonction

(1—a)?

rationnelle. On déduit du théoreme rappelé que f(™(0) = nn!
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() (0
6. (a) Soit u,(z) = f(x )f ©)

sur | — R, R avec R > 1, elle est continue sur [0, 1], donc y est bornée.

z" pour z €[0, 1]. Comme f est de classe C*>

Vo el0. 1], Y €N, fun(o)] < IOy
o0,

converge absolument au point 1 € | — R, R[. Donc ) u,, converge normalement
sur [0, 1].

(b) On déduit alors du théoréme d’intégration des séries de fonctions con-
tinues sur un segment que

/Ol(f( d:l:—/ (Zun dx—Z/ up (
:nz_of(:! /Of(x)x"dx:()

1
Comme f est continue sur [0, 1] et / f2=0,ona f(x)=0size0,1].
0

A est indépendant de x et > A, converge car la série entiere Z

(c) Comme f est de classe C* sur | — R, R[ avec R > 1, il s’en déduit que,
pour tout n € N, f (”)(0) = 0. Le théoreme rappelé implique la nullité de f sur
| — R, R].

Partie 11
. 1 o0
7. 51 f(x) = 112 elle est de classe C* sur R.
Vi 6] -1, 1[a f(flf) = Z(_l)nljn'
n=0

f ne coincide avec la somme de son DSE que sur | — 1, 1] puisque le rayon de
convergence de la série entiere est égal a 1.

8. (a) Dessin immédiat laissé au lecteur.

(b) Procédons par récurrence. Si n = 0 alors Py = 1.
P,(x)

231
Par théorémes généraux, Vo € R*, f("+1 () = ZZFIH) ( )
ott Py1(z) = 2P,(z) + 2P’ (z) — 3nz?P,(x). Donc P,;1 € R[X

P, 1
Par théoreme de récurrence, Vn € N, Vz € R, f(?) (x) = ?Ef) exp ( - —2>
x x
ou P, e R[X].

(c) Par croissances comparées, lim+ f™(z) = 0. On déduit alors du corol-
z—0

Soit n € N*. Supposons Vz € R*, f(™ (x) =

(—%) ou P, e R[X].

laire du théoreme «lim f’» que f € C>([0, +oc[, R) et pour tout n, f(™(0) = 0.
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(d) f n’est pas développable en série entiere en 0, car f ne s’annule qu’en

—~ f(0)
0 et Z —— 2" est égale a 0 pour tout x € R.
n!
n=0
—t
9. (a) La fonction t — 1T a2 est continue sur Ry par théoremes généraux,
x

—t

1+ ta?

quels que soit z € R. Comme 0 < ! pour tout (z,t) ER x R, et

¢ e o(t~?), la fonction t T2 est intégrable sur R, .

ot
1+ ta?
des cing hypotheses du théoreme de dérivation des intégrales paramétrées sont
—2xte”!

1+ ta2)?

comme e

Notons g(z,t) = - Par théorémes généraux, g € C'(R x R, R). Quatre

99
rifices ot 29 (2 4) —
vérifiées et - (x,t)

Soit a > 0. V(z,t) €[—a, a] x Ry, %(x,t)‘ < 2ate™ = (t).

La fonction ¢ est intégrable sur Ry d’apres le rappel sur la fonction I'.

On déduit du théoreme de dérivation des intégrales paramétrées que f est de

+oo too 9 —t
classe C sur Reet : Vr € R, f'(z) = /0 gi(x,t)dt :/0 (1_:1:;?2)2 t.
L’énoncé demande d’admettre que f est de classe C* sur R et que
+o0 ak
* p(k _ 9
Ve eR,VEeN*, f5) () = /0 W(:p,t)dt.
—t [e%¢)
3 2 _ € _ nqn  2n —t
(b) Si |t |<1,g(:c,7:)_m _ZB(_D et
On déduit du théoreme rappelé que :
aQng N Lt a2n+lg

On déduit de la fin de (a) que £ (0) = (=1)*(2n)!T(n + 1) = (—1)"(2n)!n!
et f27+1(0) = 0.
) 7‘/?((2272)(?) 22 = (=1)"nlz®" = a,.

Ap41
Pour = # 0, nt

‘ = (n 4 1)2? —— +4o00. On déduit de la regle de

(67%% n— oo
) Z_t f(n) (O)
d’Alembert que la série Z o

du théoréme rappelé que f n’est pas développable en série entiere en 0.

™ diverge pour tout x # 0. On déduit

Partie II1

10. (a) Appliquons le théoreme de Taylor Laplace de 3) avec a = 0.



