Structures algébriques (compléments)

1. Comment montrer qu’un élément d’un groupe
est d’ordre fini ?

2. Comment montrer qu’un sous-groupe
est engendré par une partie non vide ?

Comment montrer qu’un groupe est monogéne ?
Comment montrer qu’un groupe est cyclique ?

Comment montrer qu’un sous-groupe
d’un groupe est distingué (ou invariant) ?

6. Comment déterminer la signature
d’'une permutation ?

1 Comment montrer qu’un élément d’'un anneau
est nilpotent ?

8. Comment montrer qu’une partie d’'un anneau
est un idéal ?

2
9. Comment calculer dans AZ ?
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Comment montrer qu’un élément d’un groupe
’ ini ?

b Soit (G,-) un groupe d’¢lément neutre e et soit ac G.

Pour montrer que a est d’ordre fini, on montre qu’il existe n €N tel que
a’'=e.
On appelle ordre de a, le plus petit entier naturel non nul n tel que 8" =e.

Exemple

Soit G, = {Z eC, z'= 1}: {=1i,—i1}. On sait que G, muni de la multiplication est un
groupe. Trouver 'ordre de chacun des éléments de G,.

Ona: (—1)4 =1, donc —1 est d’ordre fini, ici ordre(—1)= 2 ;
i* =1, donc i est d’ordre fini, ici ordre(i)=4 ;
(4)4 =1, donc (—i) est d’ordre fini, ici ordre(—i)=4.

_Exercices

* Ex. 1.Soit (G,-) un groupe d’élément neutre e et soit x un élémentde G telque x" =e
pour un entier naturel n.
Montrer que 'ordre de x divise n.

* Ex.2. Soient (G,-) un groupe, x et y deux éléments de G.

a. Montrer que si x, y et xy sont d’ordre 2, alors xy =yx ;

1 1

b. Montrer que si x est d’ordre fini, alors x~ est d’ordre fini, de plus x et x~ ont

le méme ordre ;

c. Montrer que si x est d’ordre fini alors yxy ' est d’ordre fini, de plus x et yxy '
ont le méme ordre ;

d. Montrer que si xy est d’ordre fini alors yx est d’ordre fini, de plus xy et yx ont
le méme ordre.

* Ex.3. Soient G, G' deux groupes, f:G — G' un morphisme de groupes, x un élément
de G d’ordre fini et n l'ordre de x.

Montrer que f(x) est d’ordre fini dans G' et que l'ordre de f(x) divise n.

¢ Ex. 4. Soit (G,+) un groupe commutatif et 7 I'ensemble des éléments de G d’ordre
fini.
Montrer que T est un sous-groupe de G .

e Ex. 5. Trouver I'ordre de chacun des éléments de (%12 \ {6}><>



Comment montrer qu’un sous-groupe

__ estengendré par une partie non vide ?

b Soient (G,*) un groupe, A une partie non vide de G et H un sous-groupe
de G.

Pour montrer que H est engendré par A, on montre que pour tout x € H,
il existe neN", a,--,a, €A et g,,e, €{-11} tels que x=a; ---a.
Autrement dit: H = {X =a'---a", a,.a,€Ac, ¢, € {—1,1}}.

Exemple

Soient A,B deux sous-groupes d’un groupe G, on considére le sous-groupe S
engendré par AU B. Montrer que tout élément de S est obtenu comme produit d’une
suite finie d’éléments appartenant alternativement a A et a B.

Soit x €S, il existe donc ¢,,---,c, € AUB, ¢,--,¢, € {-11} tels que x =c'c; ---c; .
On peut supposer que ¢, € A, soit /, le plus grand entier de I'ensemble {1n} tel que
c, €A ;si iy =n donc x € A, sinon soit i, le plus grand entier de {i, +1,--,n} tel que
X€B ;sii,=n alors x=o,-a, avec o, =¢;'---C," et a, = c,f’j ---c" € B, sinon soit
iy le plus grand entier de {i, +1,--,n} tel que C, €A ;siiy=n alors Xx=o-q, o
avec o =, ---C; € A et ainsi de suite.

Il existe donc oy, a5, ,,, €A, a0, 0,0y, €B  tels que x =057 a,, ou

X=0q Qe Qg0 Q- Qg g

* Ex.1.Soit n € N, montrer que le groupe S, des permutations de {1n} est engendré

par les cycles de S,.
* Ex.2.Soit n € N", montrer que S, est engendré par les transpositions.

* Ex.3.Soit n € N", montrer que S, est engendré par les n—1 transpositions suivantes :

(12), 2.3), -, (h—1n).

* Ex.4.Soit n€eN*, montrer que S, est engendré par H={r,s} ou 7=(12) et
s=(12,-.n).
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b Soit (G,) un groupe.

Pour montrer que G est monogéne, on montre qu’il existe a € G tel que G
soit le sous-groupe engendré par {a}.

Autrement dit : Il existe a € G tel que G = {a”, ne Z}.

On remarque que tout groupe monogéne est commutatif.

_Exemple
Soit n € N" et notons par U, = {Z e€C, 2" = 1}. On sait que U, muni de la multiplication
des nombres complexes est un groupe. Montrer que U, est monogeéne.

U, estI'ensemble des racines n°™ de I'unité.
2km

Onadonc: U, = eIT,ke{O,~--,n—1} .

27
i

2km
Posons a=e ", on a pour tout k € {0,--,n—1}, e 7 =a", dou U, = {ak,k € Z}.
Par suite U, est un groupe monogéne.
_Exercices
* Ex.1.Soient G, G' deux groupes et f un morphisme de groupes de G dans G'. Montrer

que si G est monogeéne et f est surjectif, alors G' est un groupe monogéne.

e Ex. 2. Soit G un groupe monogéne engendré par un élément a de G . Montrer que si
H est un sous-groupe de G non réduit a {O} alors H est monogéne et engendré
par un élément a™, ol m est un entier positif.

¢ Ex. 3. Montrer que I'ensemble des entiers relatifs multiples de n est un groupe mono-
géne engendré par n.

* Ex. 4. Montrer que (2/72 ,—1—) est un groupe monogéne.



b Soit (G,) un groupe.

Pour montrer que G est cycliqgue, on montre que G est monogéne et fini.
Autrement dit :

JneN*, JaeG tels que : G:{e,a,az,---,a”}.

Exemple
Montrer que ( Z) ) est un groupe cyclique.

Remarquons que 3=8=2x2x

2=
aue (24, 0}={120).0) }
Par suite ((/ ) {_} )est un groupe cyclique.

_Exercices

(5)3 et 4=2x2= (i)z il existe donc n=3 tel

* Ex.1.Soient G, G' deux groupes et f un morphisme de groupes de G dans G'. Montrer
que si G est cyclique et f est surjectif, alors G' est un groupe cyclique.

* Ex.2.Soit G un groupe fini. On appelle ordre de G, le nombre d’éléments de G . Montrer
que si G est d’ordre un nombre premier alors G est cyclique.

* Ex.3.Soient (G,,+,), (G,,*,) deux groupes et « la loi définie sur G, xG, par:
V(91.92) (h.hy,)€G %G, (91,9, )% (M. hy)= (g% g, %, h,)
a. Montrer que (61 XGZ,*) est un groupe ;

b. Montrer que si G, est cyclique d’ordre n,, G, est cyclique d’ordre n, etsi n, et n,

sont premiers entre eux, alors G, xG, est cyclique d’ordre nn,.

* Ex. 4. Montrer que ( 72)\ {ﬁ}x) est un groupe cyclique.
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Comment montrer qu’un sous-groupe

) soient (G,) un groupe et H un sous-groupe de G.

Pour montrer que H est invariant ou distingué, on montre que pour tout
acG,aHa'cH.
Autrement dit: Yae G, VxeH, axa 'eH.

Remarque
Si (G) est un groupe commutatif, tout sous-groupe de G est distingué.

_Exemple

Soit (G) un groupe tel qu'il existe un entier n € N* tel que pour tous x,y € G,

(xy)" = x"y". On note G = {X”,x € G}.

a. Montrer que G est un sous-groupe de G ;

b. Montrer que G est distingué dans G .

a. Soient x,y € G, montrons que xy € G”. Il existe u,v €G tel que x=u", y =V",
comme xy =u"v" = (uv)" et uv € G car G est un groupe, donc xy € G",
Soit x € G"” et montrons que x '€ G . Il existe u€G tel que x = u", d’autre part
comme (u” )71 : (u”): e, et (u”)n "= (u”u)n = e, (e, étant'élément neutre de G),
donc (u” )71 = (u”)n dou x' = (u” )71 = (u”)ﬂ et par suite x ' € G".
Par conséquent G" estun sous-groupe de G.

b. Soient a€ G et x € G("), il existe donc u € G tel que x =u", et comme
axa ' =au"a ' = (aua’w)(aua”)---(aua”): (aua”)n donc axa ' € G" et par suite

G" estun sous-groupe distingué de G.

_Exercices

e Ex. 1. Soient G, G' deux groupes et f:G — G' un morphisme de groupes.

a. Montrer que pour tout sous-groupe distingué H' de G', f '(H') est un sous-groupe
distingué de G ;

b. Montrer que si f est surjective, pour tout sous-groupe distingué H de G, f(H) est
un sous-groupe distingué de G.

> Pour les exercices complémentaires, se reporter page 215.
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Comment déterminer

b Soit ¢ une permutation (un élément de S,).

Pour déterminer la signature de o, on décompose d’abord o en produit de
cycles dont les supports sont deux a deux disjoints (cette décomposition
est unique), soit m le nombre de cycles formant cette décomposition.

—m

La signature de o est alors (1)’

_Exemple

Déterminer la signature de la permutation o de S,, définie par
(123 456 78910
836521479 810/

Décomposons d’abord o en produit de cycles dont les supports sont deux a deux
disjoints. Pour cela, considérons les cycles suivants

s,=(135),s,=(26,4), s;,=(7), s, =(8,9) et s, =(10)

g

Ona: o0=s505,05,05,085;.

La signature de ¢ est alors sig(o) = (—1)1075 = (—1)5 =—1.
_Exercices

* Ex. 1. Soit o la permutation de S, définie par

12 3 45
o= .
3 45 21

a. Décomposer o en produit de cycles a supports deux a deux disjoints ;
b. En déduire la signature de o .

e Ex. 2. Calculer la signature de chacune des permutations suivantes :

12 3
a. o, =
3 21

12 3 45 6 7
b. o,=
7 5 6 2 4 3 1
1 2 3 -« (=1 n i}
c. o,= avec n€N".
n (n=17 (n-2) - 2 1
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Comment montrer qu’un élément

’ ?

b Soit (A,+,x) un anneau et soit a € A.

Pour montrer que a est nilpotent, on montre qu’il existe n€N" tel que
a"=0,.
(0, étant I'élement neutre de (A, +)).

_Exemple

Soit M, (R) I'ensemble des matrices carrées d’ordre 2, & coefficients dans R.

On sait que (l\/l2 (R),+,x) est un anneau.

0 1
Montrer que la matrice A = [O O] est nilpotente.

0 0) |0 O 00
et par suite A est nilpotente.

0 1 (0 1) (00
Comme A? { ]x[ ][ ] Oy, @doncilexiste n=2€N"telque A" =0,, o

_Exercices

* Ex.1.Soient (A,+,x) un anneau et x,y € A.
a. Montrer que si x est nilpotent alors 1— x est inversible et calculer son inverse ;
b. Montrer que si xy est nilpotent alors yx I'est aussi.

c. Montrer que si x et y sont nilpotents et commutent alors x +y est nilpotent.

* Ex.2.Soient A, A' deux anneaux, f un morphisme d’anneau (cf. tome 1) et ac A.

Montrer que si a est nilpotent dans A alors f(a) est nilpotent dans A'.

¢ Ex. 3. On considére I'anneau (%Z,+,x).

Déterminer les éléments nilpotents dans (Z/8Z,+,><).

* Ex. 4. Dans I'anneau (/\/l3 (R),+,x), on considére les matrices suivantes

0 1 1 -9 7 13
A=|0 0 1|etB=|-13 10 4
0 0O 4 -3 -1

Montrer que A et B sont nilpotentes.
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