Chapitre 1

Dérivée au sens de Gateaux

Dans ce chapitre, £, F' sont des espaces vectoriels normés réels de
normes respectives ||.|| g, ||.||#. Lorsqu’il n'y a pas de confusion, on les
note simplement ||.||. On désigne par 2 C E un ouvert et
f:Q C E — F une application de 2 dans F'. On rappelle que L(E, F')
désigne 'espace vectoriel des applications linéaires continues de E
dans F. On munit I'espace vectoriel L(E, F') de la norme :

lull = sup ffu(@)][r-
lallz<1

Rappelons que lorsque £/ = F' = R ; la dérivée de f ena € (),
lorsqu’elle existe, est donnée par :

[Définition 1.1.]

Soient f : & C E — F une fonction, z,h € E. On dit que f
admet une dérivée en x dans la direction 4, si la limite

o L) - @)

A—0, \>0 A

existe, qu’on notera par la suite f; (z) ou %(33).
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[Remarque 1.2.]

1. Q étant un ouvert et z € (), il existe p > 0 tel que la boule
de centre x et de rayon p, B(z, p), soit contenue dans 'ou-
vert Qetdoncz +Ah € Qsi0 <\ < ﬁ,avech;é 0; ainsi
f(z 4+ Ah) est bien définie.

2. Si ||.|| désigne la norme de 1’espace vectoriel £, la défini-
tion nous dit que :

i W@+ = f(@) = Ao @)]

= (0.
A—0,A>0 A

3. Remarquons aussi que la notion de dérivabilité d'une
fonction dépend de la norme choisie, mais comme en
dimension finie toutes les normes sont équivalentes, si
une fonction est dérivable pour une norme elle I’est pour
toutes les autres normes.

4. fi(x) =0, pour tout x € €.
5. 5ip >0, fi,(z) = pfi(z).

Soient f : 2 C E — F une fonction, = € Q). On suppose que pour tout
h € E, f admet en x une dérivée dans la direction h. On obtient alors
une fonction, qu’on note f’(x), définie par :

f@): E—=F o fi(z)(h) = fi(z).

D’apres 5 de la remarque 1.2, la fonction f'(x) est positivement homo-
gene, c’est-a-dire, qu’elle vérifie

f'(@)(th) =tf'(z)(h), Vt € Ry.
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[Déﬁnition 1.3.J

Soient f : Q C E — F et x € Q. On dit que la fonction f admet
une dérivée directionnelle, ou est directionnellement dérivable
en xz, si pour tout h € E, f;(z) existe. Si f admet une dérivée
directionnelle en z, alors on appelle la fonction, positivement
homogene, f'(z) : E — F'la dérivée directionnelle de f en x.

Il est clair que la dérivée directionnelle est unique.

1. Soit f : R — R la fonction définie par f(z) = |z|. Visiblement f
admet une dérivée directionnelle en tout z € Retona:

h  siz>0
f'(x)(h)=¢ —h siz<0
|h| sixz=0

2. Soit g : R? — R la fonction définie par

g(x,y) = min{z, y}.

La fonction g admet une dérivée directionnelle en tout (z, y) € R?
etona:

h six <y
g'(z,y)(h,k)=q k siz >y
min{h,k} siz=y

3. Si f: E — F est une fonction positivement homogene, alors f
admet une dérivée directionnelle en 0 € E et f'(0)(h) = f(h).
Notons que la fonction de I'exemple ci-dessus,

(z,y) = g(z,y) = min{z, y}

est une fonction positivement homogene.
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r—[Déﬁnition 1.4.}

Soient f : Q C E = F etz € Q. On dit que f est dérivable
en z au sens de Gateaux, si les deux conditions suivantes sont
vérifiées :
1. f;(z) existe pour tout i € E, c’est-a-dire que la fonction f
admet une dérivée directionnelle en .

2. La dérivée directionnelle de f en z, f'(z), est une applica-
tion linéaire continue i.e. f'(z) € L(E, F).

r—[Convention 1.5.]

Dans toute la suite, nous dirons qu’une fonction est dérivable
en un point, si elle est dérivable au sens de Gateaux en ce point.

,—[Proposition 1.6.]

Si f est dérivable en z, on a, pour tout h € E,

fi(@) = —f @)= lm TETA @

= 1m
A—0, A£0 A

Preuve 1. Puisque 'application h — fj (x) est linéaire, alors on a :
fula) = =L (@).
Pour A € R — {0}, on pose :

oy = LT = flo)

Par définition de la dérivée de f en x dans la direction h, on a :

ulw) = i o(d)
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et
—fLu(@) = lim ()

A—0,A<0

et par conséquent on a :

lim @A) = lim @A),

A—0, >0 v A—0, <0

d’otl la proposition.

1.1 Propriétés

[Proposition 1.7.J

Soient f, g:QCFE — F,z€Q,a, R
Si f et g sont dérivables en z, alors la fonction o.f + B¢ est déri-
vable en z et (af + 8g)'(z) = af'(z) + Bg'(x).

Preuve 2. La vérification est laissée au lecteur.

Soient f,¢g : R — R deux fonctions. On dit que la fonction f est négli-
geable devant la fonction g au voisinage de 0 et on note f = o(g), s'il
existe une fonction ¢ — ¢(t) définie au voisinage de 0, sauf peut-étre
en 0, telle que

f(t) =g(t)e(t) et lime(t) = 0.

t—0

Avec cette notation, si f : 2 C EF — F est dérivable en x € (), alors on
a

f@+th) = f(z) = tf'(x)(h) = n(t),

o 1) est une fonction définie au voisinage de 0, sauf peut-étre en 0, telle
que 7(t) = o(t). On écrira par la suite,

f(x+th) = f(z) +tf'(x)(h) + o(t).
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,—[Proposition 1.8.}

Soient f, g : Q2 C F — Retx €. Si f et g sont dérivables en z,
alors la fonction fg est dérivable en x et

(f9)'(z) = g(x) f'(x) + f(x)g'(x).

Preuve 3. Ona
fl@+th) = f(z) +tf'(x)(h) + o(t),
g(x +th) = g(x) + tg'(z)(h) + o(t),
et donc
flw+th)g(x +th) = f(x)g(x) + t(f(x)g'(x)(h)

+g(2)f (x)(h)) + £ f' () (h)g () (h)
+o(t)(f(x) +tf'(z)(h) + g(x) + tg'(x)(h) + o(t)),

ce qui donne le résultat, car

t2f'(x)(h)g'(x)(h) +o(t) (f (v) +1f (x)(h) + g(x) + g (x) (h) +o(t)) = o(t),

et la fonction g(x) f'(x) + f(z)¢'(x) € L(E, F), comme combinaison linéaire
de f'(x) et ¢'(x).

Maintenant, on va examiner la dérivabilité au sens de Gateaux pour
les fonctions composées (dérivabilité en chaine).
Soient E, F, GG trois espaces vectoriels normés sur Ret f : Q C E — F,
g : W C F — G deux fonctions, ou €2 est un ouvert de E et W est un
ouvert de F. On suppose que f(2) C W.

,—[Proposition 1.9.}

Avec les notations ci-dessus, on suppose que f est dérivable
en r € () et g est dérivable en f(z), alors la fonction g o f est
dérivable en z et
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Preuve 4. On traduit d’abord le fait que les fonctions f et g sont dérivables,
respectivement, en x et f(x).

fl@+th) = f(z) +tf () (h) + tef(t),

9(f (@) +tk) = g(f(x)) + tg'(f(2)) (k) + tey(t),

avec
PE)%Ef(t) =0, lii%sg(t) = 0.
On a alors
go fx+th) = g(f(x) +t(f'(z)(h) +&4(t)))
= g(f(2)) +tg' (f (@) (f'(@)(h) + £ (1)) + tey(t).
On pose

Efoq(t) = €4(t) + g'(f () (£ (1)),
utilisant la linéarité de la fonction ¢'(f(x)), on a
go fx+th) = g(f(x)) +t(g' (f(x)) o f'(x))(h) + tefoq(t)-
Comme la dérivée directionnelle ¢'( f(x)) est continue, alors on a

lim é‘fog<t) = 07

t—0

ce qui prouve que g o f admet une dérivée directionnelle en x et

(g0 f)(z) =4 (f(z))o f(x).

Il en résulte que g o f est dérivable en x, car (go f)'(x) est linéaire et continue
(composée de fonctions linéaires et continues).

[Remarque 1.10.]

Dans la preuve de la proposition 1.9, le fait que 1'application
g'(x) est linéaire et continue est déterminant. La version de la
proposition 1.9 pour les fonctions qui admettent juste des déri-
vées directionnelles est fausse, comme le montre I'exemple sui-
vant.
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Soient f : R — R? et g : R? — R deux fonctions définies par

_f (@t *sin(3)) sit#0
f(t)—{ (0.0) sit—0

r siy=0

9(w,y) = { 0 siy#0.
La fonction f est dérivable au sens de Gateauxen 0 € R et
f(0)(h) = (h,0), donc a fortiori elle est directionnellement dérivable
en 0 € R et sa dérivée directionnelle en 0 est donnée par
J'(0)(h) = (h,0).
Puisque la fonction g est positivement homogene, alors elle est direc-
tionnellement dérivable en (0,0) € R? et ¢'(0,0)(h,k) = g(h, k). Re-
marquons que la fonction g n’est pas dérivable au sens de Gateaux en
(0,0), car ¢’(0,0) n’est pas linéaire.
On pose h(t) = g o f(t), la fonction h est définie comme suit :

ht) = t site{0,=, keZ}
Tl 0 sitég 0,5, keZ}

[

Il est clair que la limite
h(t
lim Q,
t—0 t
n’existe pas. Cela se vérifie facilement en calculant cette limite suivant
les deux suites convergentes vers 0 : ¢, = =~ et 7, = ﬁ
En s’inspirant de la preuve de la proposition 1.9, le lecteur est vive-
ment invité a prouver la variante suivante de la proposition 1.9.

[Proposition 1.11.]

Avec les notations de la proposition 1.9, on suppose que [ est
directionnellement dérivable en z € Q) et g est dérivable en f(z),
alors la fonction go f est directionnellement dérivable en z et sa
dérivée directionnelle est donnée par :

(go f)(z) =g'(f(x)) o f'(x).



