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Thème 1 - Compléments d’algèbre linéaire

[S1.1] Définition du produit d’un nombre fini d’espaces vectoriels

Si E1, ..., Eq, où q est un entier supérieur ou égal à 2, sont des espaces vectoriels
alors E1 × ....× Eq muni de l’addition :
• (x1, ..., xq) + (y1, ..., yq) = (x1 + y1, ..., xq + yq)
et de la multiplication externe :
• α (x1, ..., xq) = (αx1, ..., αxq)
est un espace vectoriel qu’on appelle produit des espaces vectoriels E1, ..., Eq.

[S1.2] Dimension du produit d’un nombre fini d’espaces vectoriels

Si E1, ..., Eq, q ∈ N, q ≥ 2 sont des s.e.v de dimension finie de E :
• E1 × ...× Eq est de dimension finie et on a :
• dim (E1 × ...× Eq) = dim (E1) + ... + dim (Eq) .

[S1.3] Somme d’une famille finie de sous-espaces vectoriels

Si E1, ..., Eq, q ∈ N, q ≥ 2 sont des s.e.v d’un espace vectoriel E, alors :{
q∑

i=1

xi, où, ∀i ∈ [[1, q]], xi ∈ Ei

}
est un sous-espace vectoriel de E noté

q∑
i=1

Ei et

appelé somme des sous-espaces Ei.

[S1.4] Somme directe d’une famille finie de sous-espaces vectoriels

La somme des sous-espaces vectoriels Ei, i ∈ [[1, q]], est dite directe si et seulement

si : ∀ (xi)1≤i≤q ∈
q∏

i=1

Ei,

[
q∑

i=1

xi = 0E ⇒ ∀i ∈ [[1, q]], xi = 0E

]
.

Dans ce cas, on note
q⊕

i=1

Ei la somme des Ei, i ∈ [[1, q]].

� Les Ei sont en somme directe si et seulement si l’application de

q∏
i=1

Ei

dans

q∑
i=1

Ei qui à (xi)1≤i≤q associe

q∑
i=1

xi est un isomorphisme.

[S1.5] Caractérisation d’une somme directe d’une famille de s.e.v

La somme (ici finie) des sous-espaces vectoriels Ei, i ∈ [[1, q]], est directe si et

seulement si, pour tout x ∈
q∑

i=1

Ei, il existe une unique famille (xi)i∈[[1,q]] ∈
q∏

i=1

Ei

telle que l’on ait la décomposition x =

q∑
i=1

xi.
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[S1.6] Sous-espaces vectoriels supplémentaires

Les sous-espaces vectoriels Ei, i ∈ [[1, q]], de E sont dits supplémentaires dans E
si et seulement si leur somme est directe et égale à E.

[S1.7] Base adaptée à une décomposition en somme directe

Si les sous-espaces vectoriels Ei, i ∈ [[1, q]], d’un espace vectoriel E de dimension
finie sont supplémentaires dans E et si ∀i ∈ [[1, q]], Bi est une base de Ei alors :

B = (B1, ...,Bq) est une base de E dite base adaptée à la décomposition E =
q⊕

i=1

Ei.

� Une base de E est dite adaptée à un sous-espace vectoriel F lors-
qu’elle est obtenue par concaténation d’une base de F et d’une base
d’un supplémentaire de F dans E.

[S1.8] Majoration de la dimension d’une somme finie de s.e.v

Si E est de dimension finie alors dim

(
q∑

i=1

Ei

)
≤

q∑
i=1

dimE et

q∑
i=1

Ei est directe

si et seulement si dim

(
q∑

i=1

Ei

)
=

q∑
i=1

dimEi.

[S1.9] Matrices par blocs et opérations sur les matrices par blocs

• Soit (n, p, r, s) ∈ N4 avec 1 ≤ r < n et 1 ≤ s < p. On dit que M ∈ Mn,p (K)

admet la décomposition par blocs (r, s) si : M =

(
A B
C D

)
, où :

A ∈Mr,s (K) , B ∈ Mr,p−s (K) , C ∈Mn−r,s (K) ,
D ∈Mn−r,p−s (K).
• Soit (n, p, r, s) ∈ N4 avec 1 ≤ r < n et 1 ≤ s < p.

Si M ∈ Mn,p (K) admet la décomposition par blocs (r, s) : M =

(
A B
C D

)
, et

M ′ ∈ Mn,p (K) la décomposition par blocs (r, s) : M ′ =
(

A′ B′

C′ D′

)
, alors la

somme M + M ′ ∈Mn,p (K) admet la décomposition par blocs (r, s) :

M + M ′ =
(

A + A′ B + B′

C + C′ D + D′

)
.

• Soit (n, p, q, r, s, t) ∈ N6 avec 1 ≤ r < n et 1 ≤ s < p et 1 ≤ t < q.

Si M ∈ Mn,p (K) admet la décomposition par blocs (r, s) : M =

(
A B
C D

)
, et

M ′ ∈ Mp,q (K) la décomposition par blocs (s, t) : M ′ =
(

A′ B′

C′ D′

)
, alors le

produit MM ′ ∈Mn,q (K) admet la décomposition par blocs (r, t) :

MM ′ =
(

AA′ + BC′ AB′ + BD′

CA′ + DC′ CB′ + DD′

)
.

Thème 1 - Compléments d’algèbre linéaire 11
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[S1.10] Sous-espace stable par un endomorphisme

Soit F un sous-espace vectoriel de E et u ∈ L (E).
• On dit que F est stable par u si ∀x ∈ F, u (x) ∈ F .
• Lorsque F est stable par u on appelle endomorphisme induit par u sur F
l’endomorphisme de F noté uF qui à tout x ∈ F associe u (x).

� Il ne faut pas confondre l’endomorphisme induit qui va de F dans F
lorsque est stable avec la restriction dans le cas général qui va de F dans
E.

[S1.11] Stabilité de l’image et du noyau d’un endomorphisme

Soit (u, v) ∈ L (E)
2
. Si u ◦ v = v ◦ u alors Im v et Ker v sont stables par u.

[S1.12] Traduction matricielle de la stabilité d’un sous-espace

• Si E est de dimension finie n alors F est stable par u si et seulement si
relativement à une base adaptée à F , la matrice de u est triangulaire supérieure
par blocs.

• Si E =
p⊕

i=1

Ei avec dimEi = ni, où ni ∈ N∗, chacun des Ei est stable par u si

et seulement si dans toute base adaptée à la décomposition E =
p⊕

i=1

Ei, la matrice

M de u est diagonale par blocs, M = diag (M1, ...,Mp) où pour tout i ∈ i ∈ [[1, p]],
alors Mi ∈Mni

(K).

[S1.13] Matrices semblables

Deux matrices carrées A et B d’ordre n sont dites semblables s’il existe P ∈
GLn (K) tel que B = P−1AP .

� Deux matrices semblables représentent le même endomorphisme dans
des bases différentes.

[S1.14] Trace d’une matrice carrée et trace d’un endomorphisme

• Si A = (ai,j)1≤i≤n,1≤j≤n ∈ Mn (K) , on appelle trace de A et on note Tr (A)

le scalaire
n∑

i=1

ai,i.

• L’application Tr est une application linéaire non nulle de Mn (K) vers K.
• Si A ∈Mn (K) alors Tr (A) = Tr

(
AT
)
.

• Si A ∈Mn,p (K) et B ∈Mp,n (K) alors Tr (AB) = Tr (BA).
• Si A ∈Mn (K) et P ∈ GLn (K) alors Tr

(
P−1AP

)
= Tr (A) .

• Si E est de dimension finie n ≥ 1 et si u ∈ L (E) on appelle trace de u et
on note Tr (u) la trace d’une matrice de u relativement à une base B de E, étant
entendu que cela ne dépend pas du choix de B.

12 Savoirs
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Thème 2 - Déterminants

Ici n est un entier supérieur ou égal à 2 et K désigne R ou C.

[S2.1] Définition du déterminant d’une matrice carrée de taille n

Il existe une unique application f :Mn(K)→ K vérifiant les trois propriétés :

• f est linéaire par rapport à chacune des colonnes de sa variable, c’est-à-
dire que si C1, ..., Cn sont des matrices colonnes, pour tout j ∈ [[1, n]], l’application

X 	→ f(C1, C2, .., Cj−1, X,Cj+1, ..., Cn)

est linéaire de Mn,1(K) vers K.
• f est antisymétrique, c’est-à-dire que si dans A, on effectue l’opération
Ci ↔ Cj avec i �= j, et si l’on note B la matrice obtenue alors f(A) = −f(B).
• Enfin, f(In) = 1.

On dit que f(A) est le déterminant de A et on note det(A) la quantité f(A).

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1,1 a1,2 ... a1,n
a2,1 a2,2 ... a2,n
. . .
. . .
. . .

an,1 an,2 ... an,n

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⇒ det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1,1 a1,2 ... a1,n
a2,1 a2,2 ... a2,n
. . .
. . .
. . .

an,1 an,2 ... an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

[S2.2] Propriétés du déterminant d’une matrice

• ∀(A,B) ∈ (Mn(K))
2
, det (A.B) = det A× det B.

• ∀A ∈ Mn(K), ∀λ ∈ K, det (λA) = λn det A.
• ∀A ∈ Mn(K), (A ∈ GLn(K)⇔ det (A) �= 0).

• ∀A ∈ GLn(K), det
(
A−1
)
=

1

det A
.

• Les déterminants de deux matrices semblables sont égaux.
• det(A) = det(AT ).

[S2.3] Développement selon une rangée d’un déterminant

• Soit A = (ai,j) une matrice de Mn(K) alors :

∀ j ∈ [[1, n]], det A =

n∑
i=1

(−1)i+jΔi,jai,j ,

où Δi,j est le déterminant d’ordre n− 1 issu de detA, en y enlevant la ligne Li et
colonne Cj . On dit que le déterminant de A est obtenu en développant suivant
la j ème colonne.

Thème 2 - Déterminants 13
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• Soit A = (ai,j) une matrice de Mn(K) alors :

∀ i ∈ [[1, n]], det A =

n∑
j=1

(−1)i+jΔi,jai,j ,

où Δi,j est le déterminant d’ordre n− 1 issu de detA, en y enlevant la ligne Li et
colonne Cj .
On dit que le déterminant de A est obtenu en développant suivant la ième

ligne.

[S2.4] Formes particulières de déterminants

• Déterminant d’une matrice triangulaire

Le déterminant d’une matrice triangulaire (supérieure ou inférieure) est égal au
produit des éléments de sa diagonale.

� En particulier, ce résultat est vrai si la matrice est diagonale.

• Déterminant d’une matrice triangulaire par blocs

Avec la notation bloc

(
A B
C D

)
vue dans le chapitre 1, on a la formule

(où C = 0) : ∣∣∣∣ A B
0 D

∣∣∣∣ = detA. detD.

• Déterminant de Vandermonde

Soit (a1, a2, . . . , ap) ∈ Kp (p � 2), alors :

V (a1, a2, · · · , ap) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1 1
a1 a2 · · · ap−1 ap
a21 a22 · · · a2p−1 a2p
...

...
...

...

ap−11 ap−12 · · · ap−1p−1 ap−1p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
1�i<j�p

(aj − ai).

V (a1, a2, · · · , ap) est appelé déterminant de Vandermonde.

� La démonstration est proposée au deuxième exemple du [SF2.5].

[S2.5] Déterminant d’une famille de vecteurs

Soit E, espace vectoriel sur K, B = (e1, ..., en) une base de E et F = (u1, ..., un)
une famille de n vecteurs de E. On appelle déterminant de la famille F selon
B le déterminant de la matrice carrée d’ordre n telle que pour tout j ∈ [[1, n]], sa
colonne Cj est constituée des composantes de uj dans B. On le note detB(F).
E étant un K-espace vectoriel de dimension n, une famille de n vecteurs est une
base de E si et seulement si son déterminant dans une base quelconque de E est
non nul.

14 Savoirs
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[S2.6] Déterminant d’un endomorphisme

Soit B = (e1, ..., en) une base de E, φ ∈ L(E). On appelle déterminant de
l’endomorphisme φ le déterminant de la matrice carrée A d’ordre n représentant
φ dans la base B.
On le note detφ. Comme le déterminant de A et d’une matrice semblable à A sont
égaux, detφ ne dépend pas de la base choisie.

• Soit (ϕ, ψ) ∈ L(E)2, alors :

det(ϕ ◦ ψ) = det ϕ× det ψ.

• Soit ϕ ∈ L(E), alors ϕ est un automorphisme si et seulement si det ϕ �= 0.
Dans ce cas :

det
(
ϕ−1
)
=

1

detϕ
.

Thème 2 - Déterminants 15
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Thème 3 - Réduction des endomorphismes

On suppose dans ce qui suit que E est un K-espace vectoriel, K = R ou C, u un
endomorphisme de E, M un élément de l’ensemble Mn (K) des matrices carrées
d’ordre n à coefficients dans K.

[S3.1] Définition d’un vecteur propre

• Un élément x ∈ E est dit vecteur propre de u s’il est non nul et s’il existe
λ ∈ K tel que u (x) = λx.
• Une matrice colonne X ∈ Mn,1 (K) est assimilée à un vecteur par ses coor-
données dans la base canonique de Kn. On dit que X ∈ Mn,1 (K) est un vecteur
propre de M ∈ Mn (K) s’il est non nul et s’il existe λ ∈ K tel que MX = λX.
• Dans les deux cas précédents, le scalaire λ est unique et appelé valeur propre
de u (respectivement M) associée au vecteur propre x (respectivement X).

� Un vecteur x est vecteur propre de u si la droite vectorielle Vect (x)
est stable par u.

[S3.2] Définition d’une valeur propre

• Un scalaire λ est dit valeur propre de u si u− λ IdE n’est pas injectif et tout
élément non nul de Ker (u− λ IdE) est appelé vecteur propre associé à la valeur
propre λ.
• Un scalaire λ est dit valeur propre de M si M−λ In n’est pas inversible et tout
élément non nul de Ker (M − λ In) (on accepte la notation KerA pour désigner
l’ensemble des matrices colonnes X telles que AX = 0) est appelé vecteur propre
associé à la valeur propre λ.
• On appelle spectre de u (respectivement M) et on note Sp (u) (respectivement
Sp (M)) l’ensemble des valeurs propres de u (respectivement M).

[S3.3] Définition du sous-espace propre associé à une valeur propre

• Si λ est une valeur propre de u, on appelle sous-espace propre associé à u et
on note Eλ (u) le sous-espace vectoriel Ker (u− λ IdE) .
• Si λ est une valeur propre de M, on appelle sous-espace propre associé à M
et on note Eλ (M) le sous-espace vectoriel Ker (M − λ In) .

� Le sous-espace propre associé à une valeur propre est donc constitué
du vecteur nul et des vecteurs propres associés à cette valeur propre.

� L’endomorphisme induit par u sur un sous-espace propre est une ho-
mothétie.
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