Chapitre

Eléments de calcul intégral

Ce chapitre résume les principales notions et techniques de calcul d’intégrales. Lorsqu’une

quantité est introduite (dérivée, intégrale. .. ), il est supposé que celle-ci existe.

1.1 Points essentiels

Primitive : On appelle primitive de f : [a,b] — R toute fonction F telle que

Dans la suite, I' désigne une primitive de f.
Propriétés élémentaires :
o Pour tout ¢ € R, F' + ¢ est une primitive de f.
o Soient F' une primitive de f et G une primitive de g. Alors, pour tout
(A, 1) € R2) AF + uG est une primitive de A\f + jug.

Primitives usuelles :

f(x) x® % % e*” In(z)
‘,L,a+1 eam
F(x) ot 2y/x In(|z|) > zln(z) —x
. . y 2 1
f(z) a cos(z) sin(z) tan”(z) + 1 2 (@)
F(z) lna(a) sin(z) — cos(z) tan(z) — cotan(x)
1 1 1

fx) tan(x) cotan(z) T2 N Nier
F(z) || —In(|cos(z)]) | In(]sin(z)]) | arctan(z) arcsin(z) arccos(z)
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Primitive d’une fonction composée : Soit u : [a,b] — R une fonction dé-

rivable dont la dérivée est continue. Alors une primitive de
g9(x) = ' (x) f(u(x)) est G(z) = F(u(x)).

Exemples de primitives de fonctions composées :

x o/ () (u(z))* ! u'(z) u'(x) o (z)e®
f@) | o' @)(u@) “ e @)
F(z) (u(z))® 2¢/u(z) In(fu(z)]) et

I— (u(@)? | 1+ (u(x))?

F(x) — cos(u(x)) sin(u(z)) arcsin(u(z)) | arctan(u(zx))

Calcul intégral et primitive d’une fonction f continue :

o On appelle intégrale de f sur [a, b] le réel
b
/ f(z)de = F(b) — F(a).
o On adopte la notation "crochet" : [F(x)]% = F(b) — F(a), donc
b
[ f@)de = [F@)L, = F) - Flo).
Propriétés fondamentales :
b a
o / flx)dx = —/ f(z)dz.
a b
0 / f(z)dz = 0.
o Linéarité de I'intégration :
b b b
[ Os@ + g de = [ f@do+ [ gla)do.
o Relation de Chasles : pour tout ¢ €]a, b, on a
b c b
/ f(z)dzx = / f(x)dx +/ f(z)dz.
a a c
Techniques de calcul intégral : Soient u : [a,b] — R et v : [a,b] — R deux

fonctions dérivables dont les dérivées sont continues.

o Intégration par parties :
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o Changement de variable :

b , B u(b)
[ s @z = [ iy

On a fait le changement de variable : y = w(z). Ainsi, on remplace
u(z) par y dans l'intégrale de départ, ce qui entraine dy = u'(x)dx et

on détermine les bornes d’intégration pour y, i.e. u(a) et u(b).

Propriétés de l’intégrale d’une fonction positive : Soit f une fonction

positive. Alors

b
o pour tous a < b, on a / f(z)dz > 0.
¢ d b
o pour tout [c,d] C [a,b], on a / f(z)dz < / f(z)dz.
Intégrale nulle : Si f est continue et de signe constant sur [a, b], alors

b
/ f(z)dz = 0 si, et seulement si, f(z) = 0, pour tout x € [a, b].

Majoration de l’intégrale :

/ab f(x)dx

o Inégalité de Cauchy-Schwarz :

/abf(x)g(x)dx < \//ab(f(x))Qda:\//ab(g(x)ydx_

Intégrale sur un intervalle centré en 0 :

o pour tousa < b, on a

b
< [ U@ldr < (b=a) sup [f()]

z€[a,b]

o Si f est paire sur [—a,al, i.e. f(—z) = f(x) pour tout = € [—a,a],
alors on a

_aa f(z)dx = 2/Oaf(x)d$.

o Si f est impaire [—a,al, i.e. f(—x) = —f(x) pour tout x € [—a,a],

alors (si existence) on a
f(z)dz = 0.
Intégrale généralisée en —oo ou/et o :
oo 1
o / f(z)dz = lim / f(z)dz,
ab {—00 Jq )
o / f(z)dx = lim / f(z)dz,
—00 L——o0 Jy

o pour tout c € R, on a

/o:o f(z)dz = /COO flz)dx + /COO f(z)dz.
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Intégrales de Riemann :

>~ 1
o L’intégrale I(a) = / —dz existe si, et seulement si, a > 1.
x

L
o L’intégrale J(f) = / —5dac existe si, et seulement si, 8 < 1.
0T

Note
La plupart des formules précédentes sont transposables aux fonctions conti-

nues par morceaux avec des primitives par morceaux, i.e. I’ est dérivable sur
[a, b] sauf, éventuellement, en un nombre fini de points et on a F'(z) = f(x)

sauf, éventuellement, en un nombre fini de points.

1.2 Exercices types

Exercice 1
Calculer les intégrales suivantes :

1 3
I:/ dx, J:/ 2dzx.
0 1

Solution 1. On a

1 3 3
I:/ de = [z]) =1-0=1, J:/ 2da::2/ dr =2[z]3 =2(3-1) = 4.
0 1 1

Exercice 2
Calculer les intégrales suivantes :

2 1 0
I :/ xdz, J :/ (2 + 2°)dx, K :/ x(1—z)(1 + x)dz.
1 0

-1

Solution 2. On a
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Onaz(l—z)(1+x)=2(1-22)=x—23 Dou

0 0 2 410
K = / 93(1—3:)(1—|—$)dx:/ (z — 23)dx = l _4]
-1

-1 -1

Exercice 3

Calculer les intégrales suivantes :

1 9z — 10 3 4
I:/ V(2 + Vx)dz, J:/ dz, K :/ |z]°dz.
0 4 Wz -1

Solution 3. On a /z(2+ /) = 2y/z + z. Il vient
! 1 2 5 22 !
I = / \/5(2+\/5)d:1::/ (2Vx + 2)dr = |2 % §x5+?
0 0
0

_ 41%+12 40%+02 _41 1
B 3 2) 3 2 6

Pour tout = € [4,9], on a z — 10 < 0, donc |z — 10| = 10 — «. Il s’ensuit
9|z — 10| 910 — 2 9 /10
J = / dr = dac:/ (— l’)dl‘
1 Wz 1 VT 1 \Wz Ve
2 3 9 2 3 2 3
= [10X2\f— 2} :20@—392—(20/41—342)
4

3ZC
16 22
= 60-18-404 — = —.
+3 3

En décomposant suivant les valeurs négatives et positives de x, et en utilisant

la définition de la valeur absolue, il vient

3 0 3 0 3
K = / ]a:|3da::/ ]a:|3da:+/ ]a:|3d:1::/ (—a:)3das—}-/ dx
-1 -1 0 -1 0

= —/ :c3dx+/ wde = — lx i
1 0 4

+ JE—
-1

4o

0t (-1 3t o 1 81 82 41
4 4 4 4 4 4 4 2
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Exercice 4
Calculer les intégrales suivantes :

T by T 1
I :/ sin(x)dzx, J = /4 sin(z) cos(x)dx, K = /4 ——dx.
0 0 0

cos?(x)

Solution 4. On a
I= /07r sin(x)dz = [— cos(z)]; = — cos(m) — (— cos(0))

I

[
~—

|
—_
N—
+
—_

I
\]

Une primitive de sin(z) cos(z) est 3 (sin(z))%. Dot

s /OZ sin(z) cos(x)dz = [;(Sin(x))2 1 _ % (sin (Z))Q B % (sin (0))?

0
2
2 2 2 2 2 4
En utilisant 1'égalité : sin?(z) + cos?(z) = 1, x € R, il vient
1 sin?(z) + cos?(x)  sin?(x) 9
cos?(x) cos?(x) cos?(x) + an™(z) +

Or une primitive de tan?(z) + 1 est tan(x). D’otl

™ ™

K = /0Z L g /Z(tanQ(w) +1)d = [tan(z)]]

cos?(x) 0

= tan (Z) —tan(0) =1-0=1.

Exercice 5

Calculer les intégrales suivantes :

1 21 2]
I:/ e *dx, J:/ —dzx, K:/ n(x)dx.
0 1 T 1 x

Solution 5. On a
1
I= / e Ydx = [—ef’”]é = el —(—e ) =—1+1.

0
On a

21 9

J= / “dz = [In(2)]2 = In(2) — In(1) = In(2) — 0 = In(2).
1z
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Une primitive de ln(x) est $(In(z))%. Dot

K - /12 ln(x) dr = l:;(ln(x))2:| — %(IH(Q))Q _ %(ln(l))z

x
1

- 5(111(2))2 —0= %(ln@))z-

Exercice 6

Calculer les intégrales suivantes :

1 34+1 -1, L
[:/ Mdm’ _/ z K= da
o 1422 i1 0 14e7

Solution 6. On a x + 2® + 1 = x(1 + 2?) + 1, donc

1 3 1 1 1 2 1
7 - /Wrdx:/w(ﬂde
o 1+ a2 0 1+ 22

U 2(1+2?) 1 1 1
dx = d
/o ( 1+ 22 +1+:U2 . /o <x+1+x2> v

2
T
5 + arctan(z)

1 12 02
= — 4 arctan(l) — | — + arctan(0)
0 2 2

2 4 T2 4
Onax—1=x2+4+1-2, donc

Lyg—1 1 1-2 1 1 1
J = /x dajz/Ldm:/ (x—i— -2 >da:
0o r+1 o x+1 o \rz+1 z+1

= ' — 1 = — n\xr 1
_ /0(1 2x+1)dx—[$ 21n(z + 1))}
— 1-2In(2)— (0—2In(1)) =1—2In(2) —0 =1 — 2In(2).

Onal=140=1+4¢€"—¢€* donc

114 e* — L/1+e® e*
ko= [ [ (S,
o 1+e* 1+ex o \1+e* 14¢"

_ € o N
_ /0(1 1+e$>d:r—[w In(1 + %)}
= 1-In(l+e') = (0—In(1+€)=1—1In(e+1)+1n(2)

2
= 1+ln< )
e+1
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Exercice 7

On pose
1_/ —1n (1+ Vx)dx

En faisant le changement de varlable :y =1+ /x, calculer I.

Solution 7. En faisant le changement de variable : y = 14+/z = z = (y—1)?
(aussi:z =1 = y=2,2=4 = y=3etdr=2(y—1)dy), il vient

I = / \F —|—\f)dx—/3yilln(y)><2(y—1)dy—2/231n(y)dy
= 2[yln(y) —y]s =2(3In(3) — 3 — (2In(2) — 2)) = 61n(3) — 41n(2) — 2

36

On pose

Exercice 8

1
I:/ V1 —22dz.
0

En faisant le changement de variable : y = arcsin(x), calculer I.

Solution 8. En faisant le changement de variable : y = arcsin(x) (aussi :
r=0 = y=0,z=1 = y=7 et dr=cos(y)dy), et en utilisant I'égalité :
cos?(y) +sin?(y) = 1, y € R, il vient

I = /1mdaz:/g\/1—(sin(y))2cos(y)dy
= / \/ (cos(y))? cos(y dy—/ cos(y )cos(y)aly:/O72r cos?(y)dy.

En utilisant Iégalité : cos?(y) = H%S(gy)

;o /’2’ 1+ cos(2y)
0

1 1 2
dy = = ~sin(2
5 y 2[y+2sm( y)]o

1/ 1 . T 1 . 1 /7 T
— 2(2+251n<2x2)—(0+2s1n(2><0)>>—2<2+0>—4.

Exercice 9

1 52 1 )
1. Calculer I.

, Y€ R, on a

On pose

2. En faisant une intégration par parties, calculer J.




