CHAPITRE 1

Introduction a la théorie des probabilités

1. Rappels sur les espaces probabilisés

Les éléments ci-dessous ne sont que briévement rappelés car ils sont normalement
traités dans un cours d’intégration.

Définition 1. Soit E un ensemble. On dit que A C P(E) est une tribu (ou une
o-algébre) si :
e e A;
eVAec A A€ A;
eVn>0,(A,eA= | A, €A
n>0
Les éléments de A sont appelés parties mesurables (ou A-mesurables). On dit alors
que (E,A) est un espace mesurable.

Il est facile de vérifier que ’ensemble vide appartient toujours a une tribu, et qu’une
tribu est stable par intersection dénombrable.

Exemples de tribus

o P(E), {0.E};
e C C P(E) alors la plus petite tribu contenant C, appelée tribu engendrée
par C, est o(C) = ﬂ A

A tribu , cca

e La tribu des boréliens B(E) est la tribu engendrée par les ouverts d’un espace
topologique; si E = R, B(R) est la tribu engendrée par les Ja, b[ ou | — 00, a],
pour ¢ € R (ou Q).

En probabilité on utilise un vocabulaire particulier :

e l’ensemble mesurable F, noté en général €, est appelé espace des réalisations
ou univers;

e un élément w de 2 est appelé une réalisation ;
e un élément A de A est appelé événement ;
(0 est I’événement impossible ;

AN B est 'événement « A et B»; AU DB est 'événement « A ou B ».
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Définition 2. On appelle mesure positive sur un espace mesurable (E, A) une appli-
cation p : A — [0, 400] telle que :

o u(d)y=0

o pour toute famille (A,)n>0 de parties mesurables disjointes :

H U An | = ZN(An)

n>0 n>0

On dit que p est finie si pu(E) < 400, et que p est o-finie s’il existe une suite croissante
de parties mesurées (A, )n>o telle que | J,,~q An = E et u(A,) < 400 pour tout n > 0.

Un élément = de E est un atome si u({x}) > 0. Une mesure est diffuse si elle n’a pas
d’atome.

On appelle mesure de Dirac en xo la mesure o, telle que 6(A) =1 si A contient zg,
0 sinon.
On appelle mesure de Lebesgue, 'unique mesure sur (R, B(R)) telle que

AJa, b)) = b —a.
Remarque : il est possible de montrer, en utilisant I’axiome du choix, qu’on ne peut
pas étendre la mesure de Lebesgue a toutes les parties de R.)

Définition 3. Une mesure positive est une probabilité si u(E) = 1.

On dit que (2, A4,P) est un espace probabilisé si (€2, A) est un espace mesurable sur
lequel on a défini une probabilité P. Une propriété qui est vraie sur une partie de 2
de probabilité 1 est dite vraie presque sdrement (p.s).

Exemples

e On lance un dé (non pipé) :

92{1,2,...,6}, A:P(Q),Pl(A): %(14)

La probabilité choisie rend tous les tirages possibles équiprobables. On peut également

noter Pl = Z?:l %51

e On lance un dé (non pipé) deux fois :
_ Card(A)
36

La probabilité choisie rend la encore tous les tirages possibles équiprobables. C’est
en fait le produit P; ® Py car P(A; x As) = P1(A1)P1(A2).

e On lance un dé jusqu’a obtenir 6. L’expérience définie ici peut amener & une infinité
de lancers, le plus simple est de ne considérer que des suites infinies et de poser :

0=1{1,2,...,6}\"V.

Q=1{1,2,...,6}% A="P(Q),P(A)

Les éléments de 2 sont donc les suites w = (w1, wa,...) qui représentent les tirages
successifs. La tribu A sur Q est la plus petite tribu qui rend mesurable tous les
ensembles :

{w: wy =d1,ws =dg,...,W, =ipn}
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oun>1etiy... i, €{l,...,6}, et P est I'unique probabilité sur €2 telle que

1 n
P({w LW Zil,LUQ Zig,...,wn Zin}) = (6> .

Propriétés
Soit P une probabilité sur (€2,.4), soient A, B, (A, )nen €t (Bn)nen des éléments de
A. On peut vérifier les propriétés suivantes :
e ACB=PA) <PB)
P(AUB)=P(A)+P(B) —P(AN B)

e Formule de Poincaré

P( U Aj) =) (—1)k_1( > ]P(Ai1m"'mAik))7

1<j<n 1<k<n 1<y < <ig<n
e Sila suite (A,) est croissante , P( L>JO Ap) = ngr}rloo P(Ay)
e Sila suite (B,,) est décroissante ,P( OO B,) = nll)l}_loo P(B,)
o P({JAn) <) P4y

n>0 n>0

Nous rappelons ci-dessous le lemme de classe monotone, normalement vu en cours
d’intégration, et son corollaire, outil utile en probabilité.

Lemme 4./Lemme de classe monotone] On appelle classe monotone une classe conte-
nant 2, stable par différence et union croissante.

Soit C une classe stable par intersection finie. Alors la plus petite classe monotone
contenant C est o(C).

Lemme 5./Lemme d’unicité des mesures de probabilité] Si deux mesures de proba-
bilités coincident sur un ensemble d’événements C stable par intersection finie, elles
coincident sur la tribu o(C).

En particulier, si deux mesures de probabilités coincident sur {] — oo, z],x € R}, elles
coincident sur B(R).

Si deux mesures de probabilités coincident sur {Ax B, A € A, B € B}, elles coincident
sur la tribu produit A Q@ B.

En effet, I’ensemble des événements sur lesquelles coincident deux lois de probabilités
est une classe monotone.

2. Probabilités discrétes

C’est un cas particulier important qui consiste & considérer un univers 2 dénombrable.
On prend alors généralement A = P(Q). Pour caractériser une probabilité sur (€2,.4)
il suffit alors de se donner les probabilités P({w}) pour toute réalisation w € €,
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qui doivent vérifier > P({w}) = 1. On a alors de fagon immédiate que pour tout
événement A, P(A) = Y P({w}).
w€eA
Ceci s’applique en particulier lorsque 2 est fini et que les w sont équiprobables, c’est-
a~dire que .
Yw e Q,P({w}) = W(Q)
On obtient alors la régle d’équiprobabilité

nombre d’issues favorables & A Card(A)

P(A) =

nombre d’issues possibles ~ Card()

Pour calculer explicitement des probabilités dans ce cadre, on utilise souvent des
résultats de combinatoire, dont on rappelle les plus classiques.

e Nombre de permutations d’un ensemble & n éléments : n!
e Nombre de p—uplets dans un ensemble & n éléments : n?

e Nombre de p—uplets d’éléments distincts dans un ensemble & n éléments :
AP =nn—-1)...(n—p+1)
e Nombre de parties d’un ensemble & n éléments : 27

e Nombre de parties & p éléments dans un ensemble a n éléments :

n - n _Aﬁ
p) Pl=pt P

3. Probabilités conditionnelles, événements indépendants

Dans une expérience réelle, le fait de savoir qu’'un événement s’est produit, peut
modifier la probabilité qu’on souhaite affecter & un autre événement. Il est donc
naturel pour décrire cela de définir une nouvelle probabilité.

Définition 6. Soit (2, A,P) un espace probabilisé et A un événement de probabilité
non nulle. On définit une nowvelle probabilité sur (£, A), appelée probabilité condi-
tionnelle sachant A, en posant pour tout B € A,

P(ANB)

On peut facilement voir que l'on a
VB € A, P(AN B) =P(A)P(B|A)
Cela se généralise en
P(N2,A;) =P(A1)P(A3]|A1)P(A3|A1 N Ag) .. . P(Ap]A1 N N Ap_1)
De plus, si P(A¢) > 0 alors
VB e A, P(B) =P(A)P(B|A) + P(A°)P(B|A°)
et on en déduit la formule de Bayes permettant d’inverser les conditionnements :
P(A)P(B|A)
P(A)P(B|A) + P(Ac)P(B|Ac)’

Si P(B) > 0, P(A|B) =
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Il est possible de généraliser ces derniéres relations lorsqu’on considére une partition
dénombrable (A, )neny de Q (Ax N A; =0, UA, = Q et P(4,) >0) :

VB € A, P(B) =Y P(A,)P(B|A,) (formule des probabilités totales)
n>0
P(An)P(B|An)
2nz0 P(An)P(B|As)
On peut remarquer que lorsque P(AN B) = P(A)P(B) alors P(B|A) = P(B), autre-

ment dit le fait de savoir que A est réalisé ne donne pas d’information sur la réalisation
ou non de I’événement B ; ceci motive la définition suivante.

P(A,|B) =

(formule de Bayes)

Définition 7. On considére un espace probabilisé (Q, A,P). Si (A, B) € A? sont deux
événements, on dit que A et B sont indépendants si

P(AN B) = P(A)P(B).

Plus généralement on a :
Définition 8. On dit que n événements Aq,..., A, sont indépendants si, pour tout
sous-ensemble non vide {j1,...,jp,} de {1,...,n}, on a

P(Aj, N---NA; ) =P(A4;)...P(4;,).

Attention ceci n’est pas équivalent a la seule égalité P(A1N---NA,) =P(A;)...P(4,)
ni &, « pour chaque paire {i,j} C {1,...,n} les événements A; et A; sont indépen-
dants » (on dit alors que les événements sont deuz-a-deuz indépendants).

Exemple
Considérons ’espace correspondant & deux lancers de pile ou face et prenons

A = {pile au premier lancer}, B = {pile au second lancer} et
C' = {méme résultats aux deux lancers}.

Les trois événements sont 2 & 2 indépendants, mais ne sont pas indépendants.

Proposition 9. Les n événements A1,..., A, sont indépendants si et seulement si
P(ByN---NB,) =P(By)...P(B,)
pour tout choix des B; € o(A;) = {0,Q, A;, AS }.

Proposition 10. Si A et B sont deux événements indépendants, A et B® sont indé-
pendants.

Les événements de probabilité nulle et de probabilité 1 sont indépendants de tous les
autres événements.
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4. Lemme de Borel-Cantelli

Si (A, )nen est une suite d’événements on note
oo oo
limsup A, = ﬂ U Ay
n—oo n=0k=n
De fagon équivalente on a

w € limsup A,, & w appartient a une infinité d’événements A,,.

n—oo
oo oo
On peut rappeler qu’on a aussi la définition liminf A,, = U ﬂ Ay,
neree n=0k=n

De facon équivalente,

w € liminf A,, < w appartient a tous les A,, sauf éventuellement un nombre fini.
n—oo

Enfin, puisqu’une suite a valeurs dans {0, 1} a pour limite supérieure 1 si et seulement
si elle prend une infinité de fois la valeur 1, on a une interprétation simple en terme
de fonctions indicatrices :

Liimsup 4, = limsup(la,) et liminra, =lminf(lys,))

Le résultat suivant est le lemme de Borel-Cantelli (vue son importance cela pourrait
étre un théoréme.)

Lemme 11./Borel Cantelli] Soit (A,)nen une suite d’événements

(i) Si ZIP(An) < oo alors

neN

P(limsup A,) =0

n—oo

ou de maniére équivalente
{neN:we A,} est fini p.s.
(i) Si Z P(A,) = oo et si les événements A, sont indépendants, alors

neN

P(limsup A,) =1

n—oo

ou de maniére équivalente

{neN:we A,} est infini p.s.

L’hypothése d’indépendance est nécessaire dans le (i), comme le montre ’exemple
trivial ou 4,, = A pour tout n € N, avec 0 < P(A4) < 1.
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DEMONSTRATION. (i) Supposons Z P(A,) < co. On a pour tout entier m

neN

oo (oo} oo
limsup 4,, = ﬂ U A C U Ay
n—roo n=0k=n k=m

et donc P(limsup 4,,) < Z P(A,,) qui tend vers 0 avec m si la série converge.

n—00 k>m

(ii) Pour le deuxiéme point, remarquons d’abord que pour tout n et tout N > n

PO J 40 = 1-B( () 4D

n<k<N n<k<N

1- I -

n<k<N

Comme 1 — z < e™® pour tout > 0, on en déduit

P U Ap | >1—exp | - Z P(Ag)

n<k<N n<k<N

Lorsque N tend vers l'infini, la somme dans I’exponentielle tend, pour tout n, vers
I'infini par hypothése, et donc IP’(Uan Ay) = 1. Il ne reste alors plus qu’a remarquer
que P(limsup,,_, o An) = limy, .00 P(Uy>,, Ak)- O

5. Exercices

Exercice 1.

Soit (A, )nen une suite d’événements d’un espace probabilisé (Q,7,P). Ecrire les
événements suivants a l'aide d’opérations ensemblistes :

E1=« au moins un des A,, est réalisé » ; Eas—=« tous les A,, sont réalisés » ;

E3 = «a partir de n = 500 aucun A,, n’est réalisé » ;

E, = «un nombre fini de A,, est réalisé » ;

FEs=« une infinité de A,, sont réalisés » ; Fg—=« tous les A,, sauf un nombre fini sont
réalisés ».

Exercice 2.

Soit (A )nen une suite d’événements d’un espace probabilisé (2, 7, P).
1. Démontrer la formules de Poincaré :

(U )= cr( > s

1<j<n 1<k<n 1<ii<--<ip<n

2. Démontrer les égalités suivantes :
lim inf (AS)

limsup (A, UB,) = limsupA, Ulimsup B,.

(limsup A,)°¢,
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3. Démontrer les inégalités suivantes :
P(liminf 4,) < liminf P(4,,) <limsupP(A4,) < P(limsup A,,).

4. On suppose que les événements (A, ),>0 sont presque certains, i.e. P(4,) = 1.
Démontrer que N,,>1 A4, est presque certain.

Exercice 3.

Dans un espace probabilisé on suppose qu’on dispose d’une suite (Ay)n>1 d’événe-
ments indépendants. Démontrer :

1—P(U7_;Aj) <exp ( — Z;’;l P(Aj))'

Exercice 4.

N personnes déposent leur parapluie a I'entrée d’un restaurant. En partant, chacune
récupére un parapluie au hasard : la premiére choisit le sien de maniére uniforme
parmi les IV parapluies, la deuxiéme en prend un de fagon uniforme parmi les N — 1
restants, etc.

1. Montrer qu’on peut prendre comme espace de probabilités §2 correspondant & cette
situation I’ensemble S,, des permutations de n éléments, muni de la loi uniforme.

2. Quelle est la probabilité que la premiére personne récupére son parapluie ? Quelle
est la probabilité que la iéme personne récupére son parapluie ? Ces événements sont-
ils indépendants ?

3. Quelle est 'espérance du nombre de personnes qui récupérent leur propre para-
pluie?

4. Déterminer la probabilité py qu’au moins une personne récupére son parapluie.
Que devient py lorsque N tend vers l'infini 7

Exercice 5.

Les génes se présentent le plus souvent en paire et sous deux formes d’alléles que
nous noterons A et B. Cela donne donc trois génotypes possibles : AA, AB et BB.
Chaque individu regoit au hasard un géne de chacun de ses parents. Chaque alléle
composant le géne d’un des parents ayant la probabilité 1/2 d’étre transmis a enfant.
On suppose que les génotypes des deux parents sont indépendants et de méme loi :
soit x la probabilité d’avoir le génotype AA, 2y celle d’avoir le génotype AB, z celle
d’avoir le génotype BB (remarque évidente : x + 2y + z = 1).

1. Calculer la probabilité de chacun des génotypes pour un enfant.

2. Vérifier que, si @ = y = z = 1/4, alors les génotypes de lenfant ont les mémes
probabilités que ceux des parents.

3. Calculer la probabilité de chacun des génotypes pour un enfant de la seconde
génération. Que constatez-vous? La loi de répartition des génotypes s’appelle la loi
de Hardy-Weinberg.

Exercice 6.

On teste deux médicaments I et I sur des femmes et des hommes. On trouve les
résultats suivants :



