1. Suites numériques

Chacun des exercices suivants comporte un énoncé avec un corrigé propose.
Ce dernier est faux car une erreur s’y est glissée. Apres lecture du corrigé
proposé, repérer I’erreur et rectifier le corrigé.

Exercice 1
Enoncé
Soit (u,,) la suite définie par u, = 2 et, pour tout entier n > 0, par :
2 1
Uy = UL —N— =
n+1 n 2

Calculer uq et u,.

Corrigé proposé

Exercice 2

Enoncé
Soit (u,,) la suite définie par u, = 1 et, pour tout entier n > 0, par :

Upsqg = 3u, —2n+1

On souhaite afficher sur un tableur les premiers termes de cette suite.

Pour cela, on adopte la disposition suivante.
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Que peut-on saisir dans la cellule B3 afin d’obtenir, apres étirement vers le bas,
I’affichage de ces premiers termes ?

Corrigé proposé
On peut saisir « =3*B2-2*A3+1 ».

Exercice 3
Enoncé
Soit (u,,) la suite définie par uy = 1 et, pour tout entiern > 0, par :
u, +2n+1
Unt+1 = — 3

Montrer par récurrence que pour tout entiern = 0, u,, = n — 1.

Corrigé proposé
Montrons par récurrence que pour tout entiern >0, B, : u, =2n— 1.

® P, est vraie.
En effet, ug =1et1>0—1doncuyy =0 —1.

e Soitn > 1.
Supposons P, vraie, montrons que P, I'est aussi c’est-a-dire u, 4 = n.

u, =2n—1 (hypothéese de récurrence)

u, +2n+1=3n

Up+2n+1
3
Upy1 2N

>n

P+ est donc vraie.
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e Conclusion : Pour tout entiern =20, u, 2n—1

Exercice 4
Enoncé
Soit (uy,,) la suite définie par uy = 1 et pour tout entier n > 0, par :
u, +2n+1
Unyg = — 3

Montrer que la suite (17,,) définie pour tout entiern > 0 par v, =u, —n+1,
est géométrique et préciser sa raison.

Corrigé proposé

Up+2X0+1 2
ul =1 e
3 3
2
u;+2x1+1  3+t3 11
uZ = = =
3 3 9

1 1 . B o1
vy =3Zvoetvy = vy donc la suite (v,,) est donc géométrique de raison 7

Exercice 5

Enoncé
Soit (u,,) la suite définie pour tout entier naturel n par u,, = —2n + (—1)™.
Déterminer la limite de le suite (u,,).

Corrigé proposé
lim (—2n) = — et lim (—1)" = 1, donc par somme :
n-+oo n—+oo

lim (—2n+ (=1)") = —o0
n—-+oo
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Exercice 6
Enoncé
Soit (u,) la suite définie par : {u Up+n

Compléter I'algorithme suivant de sorte qu’apres exécution la variable N ait
pour valeur le plus petit entier naturel n tel que u,, > 1030,
N <0
U1
TantQue ...
.
.
FinTantQue

Corrigé proposé

N0
U1
TantQue U < 103°

Ne<N+1

FinTantQue

Exercice 7

Enoncé

On a représenté ci-aprés dans un repére du plan, la fonction f définie sur
[0; +oo[ par f(x) = \/§+§+ 1.
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u0=1

Soit (u,) la suite définie par : {un+1 s z:_n 41

Représenter sur ce graphique, sans faire de calculs, les quatre premiers termes
de la suite (u,,) en laissant les traits de construction apparents.

Emettre ensuite une conjecture sur les variations et la limite de la suite (uy,).

Corrigé proposé
Pour tout n € N, u,, = f(n). Les termes uy, Uy, u, et uz sont donc les images

respectivesde 0, 1, 2 et 3 par la fonction f, d’ou la représentation de ces termes
sur I'axe des ordonnées.

Uz

Uy-3

ug

Uy 1m

Conjecture : la suite (u,) est croissante et tend vers +co.
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Exercice 8

Enoncé
On suppose qu’une suite (u,,) est définie par

{uo =2
Up4+1 = f(un)

ou f est une fonction croissante sur R telle que f(2) = 3 et f(4) = 4.

Montrer que la suite (u,,) est croissante et majorée par 4.
Que peut-on en déduire ?

Corrigé proposé

Montrons par récurrence que pour tout entiern = 0, B, : u, < Up41 < 4.

® P, est vraie.

En effet, uy = 2 et u; = f(uy) = f(2) =3 donc uy < uy < 4.

e Soit n > 0. Supposons P, vraie, montrons que P, I'est aussi, c’est-a-dire
Unt1 S Upip <4

U, < Uy < 4 (hypothése de récurrence)

fup) < flups1) < f(4) (car f est croissante sur R)

Upt1 SUpyp <4
P, .1 est donc vraie.

® Conclusion : Pourtoutn €N, u, <u,,; < 4.

La suite (u,,) est donc croissante et majorée par 4.

On en déduit, d’aprés le théoréme de convergence monotone, qu’elle converge
vers 4.

Exercice 9

Enoncé

. n?+n+1
Calculer lim ————.
n—+00 NVn+2n+3
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Corrigé proposé

fn? n 1 11
. n2+n+1 . nolc 2tz ) 1443
lim ———= lim —*=—"—"r = lim —5"5
n—-+o nVn+2n+3 n—+oo p2(Mn, 2n, 3 n-o+oo Vn+=+—

2B B A n'n

.1 .2 .1 . 3 :
lim —= lim —= lim == lim 5 =0et lim vn = +oo.
n-+oon n->+ocon n-+ocon n-+ocon n—-+oo

Donc lim (1+l+iz)=1et lim (\/ﬁ+5+%)=+oo,
n n n n

n-+oo n—-+oo
P 2
a 0 7 \ 0 nc+n+1
Alors, par quotient, ona lim —% 25 =0,dot lim ————=0
n—+oo \/ﬁ+ﬁ+ﬁ n—-+oo MWN+2n+3

Exercice 10

Enoncé

Calculer lil’_'l_’l (Wn+1-+n).
n-+oo

Corrigé proposé
lim Vn = 4o, lirf (n + 1) = +oo donc par composition, on a :
n-+oo

n—-+oo
lim vn+1 =+

n—-+oo

Par différence, on a alors lirf (Wn+1-+n)=0.
n-+oo

Exercice 11

Enoncé

: 1
Calculer lim Y% _,—.
UHI k=0 3k

Corrigé proposé

lim 3% = +oo (car 3 > 1) donc lim ik = 0.
k—+o k—+00 3

o . 1
On en déduit que nl—IHIm Z’,;:%—k =0.
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Exercice 12

Enoncé
Ug = 4
Soit (uy,) la suite définie par : { 3

Unyr =4 ——
n

On admet que pour tout entiern = 0, u,, = 3.

_ (up—3)(up-1)

Montrer que pour tout entiern = 0, U, — U, = -
n

En déduire que la suite (u,) est décroissante puis qu’elle converge

Corrigé proposé
Soitn = 0.

_ (up=3)(wp-1) _ (-up+3)(-uy+1)

Un Un

_ Uuji—4un+3

= ™

_ 4uy n 3 n u?

- Un Un Un
3

=—4+—+tu,
Un

= Up+1 — Up

_ (up—3)(up-1)

Un
Pour tout entiern >0, u, —3 >0, u, —1> 0 et u, > 0 (car u,, = 3) donc
_ (up—3)(up-1)

Un

Donc: U,y —u, =

<0,dou u,;1 —u, <0.

La suite (u,) est donc décroissante. Puisque de plus elle est minorée (par 3),
alors d’apres le théoréme de convergence monotone, elle converge.

Exercice 13

Enoncé
Compléter I'algorithme suivant de sorte qu’apres exécution la variable S ait pour

valeur la somme des carrés des entiers de 1 a 100, c’est-a-dire Y32 k.
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