Chapitre 1
La division euclidienne

On note N I'ensemble des nombres entiers naturels. Ces nombres
sont les nombres 0, 1, 2, 3, 4, 5, etc.

On peut donc écrire : N ={0;1;2;3;...}

Dans ce chapitre, on ne considérera que des (nombres) entiers na-
turels.

1.1 Définition

La « division euclidienne * » n’est autre que la division d’un nombre
entier naturel par un autre nombre entier naturel non nul. f

Prenons un exemple simple :

Ezemple : Soit a répartir 171 ceufs dans des barquettes de 12 ceufs.

Comme on le sait, on effectue une division que 'on appelle une
« division euclidienne » :

dividende —__ 1 71 |19 —— diviseur 171 est le dividende
12 114 ~ vuotient 12 est le diviseur
Z é quotien 3 est le reste
Tl 14 est le quotient

reste /

14 barquettes sont remplies, et il reste a part 3 ceufs. On dit que
14 est le quotient (entier) de 171 par 12, et que 3 est le reste de
cette division.

*. La division euclidienne doit son nom au mathématicien grec Euclide, qui

vivait au 1ve s. av. J.-C.
t. La précision « non nul » est nécessaire : il n’est en effet pas possible de
diviser par 0
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Remarque : Si le reste avait été nul, on aurait dit que la division
« tombe juste ». Néanmoins, le plus souvent, il n’y a pas de raison
pour qu’'une telle division tombe juste.

Plus généralement, faire la division euclidienne d’un nombre entier
a par un nombre entier b non nul aboutit a la détermination d’un
quotient g et d’'un reste r tels que l'on ait la relation suivante :
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dividende = diviseur X quotient + reste
a = b X q + r

De plus, le reste r de la division est toujours strictement
plus petit que le diviseur b.

Plus formellement, on donne la définition suivante :

Définition

On appelle quotient entier de deux entiers a et b le plus grand
entier ¢ dont le produit par b puisse se retrancher du nombre a.
On appelle alors reste 'entier ¥ = a — b X q. Le reste r est
strictement inférieur au diviseur b.

Remarque : A noter les cas particuliers suivants :
* Si a < b, alors le quotient est nul et le reste a.
* Si a = b, alors le quotient est 1 et le reste est nul.

1.2 Exercices

Exercice 1. On veut ranger 64 ceufs dans des boites de 6. Combien
de boites remplit-on ? Combien d’ceufs reste-t-il ?

Exercice 2. Effectuer la division euclidienne de a par b dans les cas
suivants, puis écrire ’opération en ligne sous la forme : a = bx g+r.
a) a=1789 et b =9;
b) a =9876 et b=15;
c) a=>509etb=38;
d) a=1024 et b=064;
e) a=4523 et b=25;
f) a=3007 et b=13.
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Exercice 3. Dans une division, le reste est égal a 1, le quotient est
187 et le diviseur est 32. Quel est le dividende ?

Exercice 4. Citer tous les nombres dont le quotient dans la divi-
sion euclidienne par 7 est égal a 4.

Exercice 5. Citer quelques nombres dont le reste dans la division
euclidienne par 7 est égal a 5.

Exercice 6. Citer un nombre dont le quotient dans la division
euclidienne par 7 est égal a 0. Quel est alors le reste?

Exercice 7. Citer un nombre dont le quotient dans la division
euclidienne par 7 est égal a 1. Quel est alors le reste?

Exercice 8. Quels sont les dividendes possibles de la division eu-
clidienne par 7 dont le quotient est 29 7

Exercice 9. Sachant que dans la division euclidienne de 1075 par
39, le quotient est 27 et le reste 22, trouver, sans poser ’opération,
le reste et le quotient dans la division euclidienne de 1075 par 27.

Exercice 10. Sachant que dans la division euclidienne de 100 par
31, le quotient est 3 et le reste 7, compléter le tableau suivant sans
poser aucune division :

La division euclidienne ... | donne pour quotient | et pour reste
de 200 par 62
de 300 par 93
de ... par 279 3 63
de 1200 par ... 3 84

Exercice 11. Le 1° janvier 2010 est tombé un vendredi. Combien
y a-t-il eu de semaines entieres en 20107 Combien de jours reste-
t-il pour terminer 'année ? En déduire le jour de la semaine du 1°*
janvier 2011.



Chapitre 2
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Divisibilite

Dans ce chapitre, on ne considére que des nombres entiers naturels.

2.1 Diviseur, multiple

Définition

On dit qu’un entier n est divisible par un entier d lorsqu’il existe
un entier k tel que n =k x d.

Autrement dit, un entier n est divisible par un entier d lorsque
le reste de la division euclidienne de n par d est nul.

On dit aussi que n est multiple de d, ou que d est un diviseur
de n.

Ezemple : 105 est un multiple de 21 (car 105 =21 x 5);
on peut aussi dire que 21 est un diviseur de 105.

Ezemple : 174 est-il divisible par 58 7
On effectue la division euclidienne de 174 par 58. On trouve comme
quotient 3 et comme reste 0 :

174 +58=3 donc 174=3x58=058x%x3

Donc 174 est multiple de 3 et de 58.
Remarquons que 1, 3, 58, 174 sont des diviseurs de 174.

Remarque :

¢ Le nombre 1 divise tout entier naturel.

o Tout entier naturel est diviseur de lui-méme.

¢ Le nombre 0 ne divise aucun entier naturel différent de 0.
e Le nombre 0 est multiple de tous les entiers naturels.
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Remarques :

e Les diviseurs d’'un nombre sont encadrés par 1 et le nombre
lui-méme.

e La suite des multiples d’un nombre entier non nul commence a
0 et n’a pas de fin.

Par exemple,

o Les diviseurs de 15 sont : 1, 3, 5, 15. Ils sont compris entre 1 et
15.

o Les premiers multiples de 15 sont : 0, 15, 30, 45, 60, 75, ...

Définition
¢ On dit qu’un entier est pair lorsqu’il est divisible par 2.
¢ On dit qu’un entier est impair lorsqu’il n’est pas pair.
o Connaitre la parité d’'un nombre, c’est, par définition, savoir
si il est pair ou impair.

On admet les propriétés suivantes :

Propriété

o Si un entier naturel en divise un autre, alors il divise aussi tous
les multiples de celui-ci.

e Si un entier naturel en divise deux autres, alors il divise aussi la
somme et la différence de ces deux nombres.

Ezemples :

e 5 divise 15. Donc 5 divise 15 x 7 = 105.

e 7 divise 91 et 119. Donc 7 divise leur somme, a savoir 210, et
leur différence, & savoir 28.

2.2 Reégles de divisibilité

On rappelle les criteres de divisibilité suivants :

Un entier naturel est divisible par d si...

Le chiffre des unités est soit 0, soit pair (2, 4, 6 ou 8).
La somme de ses chiffres est divisible par 3.
Les deux derniers chiffres forment un multiple de 4.
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Un entier naturel est divisible par d si. ..

Le chiffre des unités est soit 0, soit 5.

Les trois derniers chiffres forment un multiple de 8.
La somme de ses chiffres est divisible par 9.

0 || Le dernier chiffre est 0.

= O 0o Ul

Par exemple, 2457 est divisible par 9 (et donc aussi par 3).
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2.3 Deétermination de I’ensemble des diviseurs
d’un entier naturel

Ezemple : On souhaite déterminer ’ensemble des diviseurs de 312.

1 x312 =312
2 x 156 =312 On dispose les premiers entiers na-
3 x 104 =312 turels en colonne.
4 x 78 =312 e On parcourt la premiere colonne
—5 en commengant par 1 (qui di-
6 x 52 =312 vise tout entier naturel).
A
e Si un entier n divise 312, alors
8 x 39 =312 N
o on place dans une deuxiéme co-
(" < lonne le quotient de 312 par n.
_—
T e Siun entier n ne divise pas 312,
12 x 26 =312 alors on le barre, ainsi que ses
13 % 24 — 3192 multiples (qui ne seront pas di-
U viseurs de 312, eux non plus).
15 e On arréte de tester la divisibi-
16 lité de 312 par n dés que n X n
i dépasse 312.

1R X B > 312

En conclusion, ’ensemble des diviseurs de 312 est exactement :
{1;2;3;4;6;8;12;13;24; 26; 39; 52; 78; 104; 156; 312 }
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2.4 Nombres premiers

Définition

On dit qu’un entier naturel est un nombre premier lorsqu’il est
différent de 1, et qu’il n’est divisible que par lui-méme et par
I'unité.

Autrement dit, un entier naturel est premier s’il possede exac-
tement deux diviseurs.

Convention
Le nombre 1 n’est pas un nombre premier *.

Ezemples :

e Le nombre 2 est premier : en effet, ses diviseurs sont 1 et 2.

e Le nombre 3 est premier : en effet, ses diviseurs sont 1 et 3.

e Le nombre 13 est premier : ses diviseurs sont 1 et 13.

e Le nombre 25 n’est pas premier : ses diviseurs sont 1, 5 et 25.

Remarque : Le nombre 2 est 'unique nombre premier pair. Au-
trement dit, tout nombre premier distinct de 2 est impair.

Ezemple : Voici la liste des nombres premiers inférieurs a 50 :
2,3,5,7,11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47.

2.5 Décomposition d’un entier en facteurs
premiers

Le mathématicien grec Euclide (1ve s. av. J.-C.) a établi les trois
théoremes fondamentaux suivants, que nous admettrons :

Théoréme
La suite des nombres premiers est illimitée.

*. Cette convention se justifie par le souci de garantir I'unicité de la décom-
position en facteurs premiers.
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Théoréme
Tout nombre entier non premier, autre que 1, admet au moins
un diviseur premier.
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On en déduit la regle :
Regle

Pour reconnaitre si un nombre est premier, on le divise par les
nombres premiers successifs inférieurs & ce nombre en commencant
par les plus petits. Si aucune division ne se fait exactement, le
nombre est premier.

Théoréme

Tout nombre entier non premier, autre que 1, peut se décompo-
ser en un produit de facteurs premiers.

De plus, la décomposition d’'un nombre entier en facteurs pre-
miers est unique (a l'ordre pres des facteurs).

Exemple : Décomposer 315 en produit de facteurs premiers.

315 est divisible par 3 : 315 =3 x 105
105 est a son tour divisible par 3 : 106 =3 x 35
enfin, 35 s’écrit comme produit de 5 et 7 : 35 =5 %7
Finalement, 315 =3 x3 x5 x 7

On dit que I'on a décomposé 315 en produit de nombres 31513
premiers. On dit aussi parfois que I’on a mis le nombre 1gg g
315 sous forme factorisée. 7
En pratique, on adopte la disposition ci-contre : =» 1

Ezemple : Décomposer 360 en (produit de) facteurs premiers.

360
180
90
45
15
5

1
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