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Exercice 1 (ensemble de matrices)

Soit a, b, ¢ et d des réels et soit £ 'ensemble des matrices carrées M = CCL 2)

d’ordre 2 qui vérifient les deux conditions : a + d = 0 et ad — bc = 0.

1/ a/ Les matrices de £ sont-elles inversibles ?

b/ Vérifier que les matrices (1 }) et (i _1) appartiennent a &.

¢/ En déduire que la somme et le produit de deux matrices de £ n’appartiennent
pas nécessairement a .

d/ Soit M = ((z db) une matrice de £. Déterminer la matrice M? et en

déduire, pour tout entier n > 2, la matrice M™.

Dans toute la suite de l’exercice, on pose A = (_; z) et on note I = ((1) (1)> la

matrice identité d’ordre 2.

2/ a/ Justifier Iinversibilité de la matrice A.
b/ On pose : K = A — 3I. Vérifier que la matrice K appartient & &.

¢/ Onrappelle que si B est une matrice carrée d’ordre 2, on pose par convention

B =1.
i/ Exprimer, pour tout entier naturel n, la matrice A™ en fonction de n,
let K.

ii/ Donner l'expression de A" sous forme d’un tableau matriciel.
3/ a/ Etablir existence d’un unique couple (o, B) € R? que I'on déterminera,
pour lequel A% + aA + BI est la matrice nulle.

b/ Retrouver le fait que la matrice A est inversible et montrer que :

At 21y
379

¢/ En déduire que :
1 1
Al K
3 9
et vérifier que la formule trouvée & la question 2/c/i/ pour tout n € IN est
encore valide pour tout n € Z.

4/ a/ Montrer que la seule valeur propre possible A de A est A = 3.

b/ Vérifier que le réel 3 est effectivement valeur propre de A; déterminer
I’ensemble des vecteurs propres associés a cette valeur propre.
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Exercice 2 (suite d’intégrales et Scilab)

(s} (&7
Dans tout I'exercice, on pose Iy = f tdt et pour tout n € N*, I, = f t(Int)™ dt.
1 1

1/ a/ Calculer .
b/ Montrer que pour tout entier naturel n, I,, > 0.
¢/ Montrer que la suite (I,,),>0 est décroissante puis qu’elle est convergente.

2/ a/ Pour tout entier naturel n, soit f,, la fonction définie sur [1,e] par :
vie[l,e]  fo(t) = (Int)"*
On note f/, la dérivée de f,,. Pour tout t € [1,e], calculer f] (t).
b/ A Paide d’une intégration par parties, établir pour tout entier naturel n, la
relation (*) suivante :
20,41 + (n+ 1), =é? (%)

¢/ En déduire la valeur de I.
d/ En utilisant la relation (x) et la décroissance de la suite (I,),>0, établir
pour tout entier naturel n, I’encadrement suivant :

e? e?

<I, <
n+3 " n+2

e/ En déduire les limites respectives des deux suites (I,)n>0 et (nly)n>0-

f/ Utiliser la relation (x) pour compléter le script SCILAB suivant afin qu’il
calcule et affiche I,, pour une valeur de n entrée par 'utilisateur.

n = input("donner une valeur a n : ")

3/ a/ Etablir, pour tout entier naturel n, 'encadrement :
(3n + 10)e? (3n + 7)e?

R C o+ 1, < T
(n+3)(n+4) +1+ (n+2)(n+3)

b/ Pour tout entier naturel n, on pose : w, =n (62 — nIn). Montrer que :

lim w, = 3e?
n—-+400

4/ A T'aide d’un raisonnement par récurrence, établir pour tout entier naturel n,

I’égalité :
(=)l [ 5 (=2)F
=" (@ kZO o
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Exercice 3 (probabilités discrétes et Scilab)

On suppose que 'on dispose d’un stock illimité de boules rouges et de boules
blanches indiscernables au toucher. Une urne contient initialement une boule rouge
et une boule blanche indiscernables au toucher.

On effectue dans cette urne une succession d’expériences aléatoires selon le protocole
suivant : on extrait une boule de 'urne et aprés chaque tirage, la boule tirée est
remise dans I'urne et on ajoute dans I'urne une boule de la méme couleur que la
boule tirée.

Pour tout entier n > 1, on note X,, (respectivement Y;,) la variable aléatoire égale
au nombre de boules rouges (respectivement blanches) contenues dans 'urne a
issue de la n-iéme expérience, c’est-a-dire apres le tirage (avec remise) d’une boule
et I'ajout d’une boule supplémentaire.

Pour tout entier k& > 1, on note Ry, (respectivement Bj) I’événement : « tirer une
boule rouge (respectivement blanche) lors du k-ieme tirage ».

1/ a/ Justifier que X1(Q2) = [1,2]. Donner la loi de Xj.
Calculer E(X7) et V(X1).

b/ Exprimer les événements [Xy = 1], [X2 = 2] et [X2 = 3] en fonction des
événements By, Bs, Ry et Rs.

¢/ Montrer que X5 suit la loi discrete uniforme sur [1,3].
En déduire E(X3) et V(Xa).
2/ a/ Donner sous forme de tableau la loi conjointe du couple (X7, X3).
b/ Calculer la covariance de X; et X,. Les variables aléatoires X; et X5
sont-elles indépendantes ?
3/ a/ Pour tout entier n > 1, exprimer ’événement [X,, = 1] en fonction des
événements By, By, ..., By.

b/ Montrer que :

De méme, calculer P ([X,, = n+ 1]).

4/ a/ Etablir, pour tout entier k € [2,n + 1], les égalités suivantes :

k-1
Pix. - Xy = k) =
(xXn=k—1] ([Xnt1 = K]) )
et +2—k
Nt o
P, _ X, = -
(X, =k] ([Xnt1 = K]) "

b/ En déduire pour tout k € [2,n + 1], une relation entre P ([X,+1 = k]),
P([Xn = k]) et P([Xn =k- 1])
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¢/ A l'aide d’un raisonnement par récurrence, montrer que pour tout entier
n > 1, la variable aléatoire X,, suit la loi discréte uniforme sur [1,n + 1].

5/ Compléter le programme SCILAB suivant afin qu’il simule une réalisation de la
variable aléatoire X,, ou ’entier n est entré au clavier.

n = input("donner une valeur a n : ")

r=1; b=1

for k = 1:n
if rand() < r/(r+b) then ........

else ........

end

end

X = oo,

disp(x)

6/ a/ Justifier que les variables aléatoires X,, et ¥, sont de méme loi.
b/ Pour tout entier n > 1, que vaut X,, + Y, ?
¢/ Quel est le coefficient de corrélation linéaire p(X,,,Y,) de X,, et Y, ?

Exercice 4 (probabilités continues et estimation)
Dans tout ’exercice, A désigne un réel strictement positif.

1/ Soit Z une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de parametre A dont
une densité g est donnée par :

Ae ™ siz=0

0 siz<0

VreR g(a:)={

Rappeler les valeurs respectives de E(Z) et V(Z).

+o0
En déduire la valeur de E(Z?) ainsi que la valeur de f 2 M du.
0

2/ Soit f la fonction définie sur R par :

Nze ™ siz=0

0 siz <0

VreR f(z) = Axg(zx) = {

a/ Vérifier que f est une densité de probabilité.

Dans toute la suite, on note U une variable aléatoire de densité f.

b/ Montrer que la variable aléatoire U admet une espérance dont on donnera
la valeur.
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3/ a/ A Taide d’une intégration par parties, montrer que pour tout réel A > 0,

on a : \ ; \
A 3
J e Mdr = e M 4+ *J 22e M dx
0 A Ao

ainsi que l'existence de la variance de U.
¢/ Calculer V(U).

4/ On note F' la fonction de répartition de la variable aléatoire U.

On rappelle que :
VreR F(:r)zJ ft)de
-0
a/ Etablir la relation :

I—(1+A)e™ siz=0

VeeR  F(z)= .
0 siz<0

b/ Justifier 'égalité :
P(lU-EU)|<EU))=P ([0 <U< i])

¢/ Sachant que e* ~ 54,6, établir I'inégalité :
P([|lU-EU)|< EU)]) > 09
5/ On suppose dans cette question que le paramétre A est inconnu.

On pose a = % et on veut estimer ponctuellement le parametre inconnu a.

Soit (Uy,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la
méme loi que U. Pour tout entier n > 1, on pose :

n
2, Us
k=1

a/ Construire & partir de U,, un estimateur sans biais W,, du parameétre a.
b/ Calculer V(W,,) et déterminer lirp V(Wh).
n——+0o0

U, =

SRS

¢/ En déduire que l'on a :

Ve >0 nEIfwP([|Wn—a| >¢])=0

— FIN DE L’ENONCE —
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Exercice 1 (matrices et équations matricielles)

On consideére les trois matrices de M3(R) ci-dessous :

3 =2 =5 1 0 0 1 0 0
M = 5 —4 -5 D=10 6 0] e I=10 10
-8 8 6 0 0 -2 0 01
1/ On pose :
1 -1 -1
V1= 1 ‘/22 -1 et V3= 0
0 1 -1

Montrer que Vi, V5 et V3 sont des vecteurs propres de la matrice M, et préciser
les valeurs propres associées.

2/ En déduire une matrice P telle que M P = PD.

3/ a/ Vérifier que X® + X2 + 1 est un polynéme annulateur de P.

b/ En déduire que P est inversible et déterminer P!,
4/ Soit X une matrice de M3(R). On pose Y = P~'XP.

a/ Vérifier que :
Y? =pP7'X?P

b/ Montrer que X vérifie I’équation
(#): X?-4X+I1=M
si et seulement si YV vérifie
(#4¢): Y2 —4Y +1=D

5/ a/ Déterminer la matrice Y diagonale vérifiant ’équation (#*) et dont les
coefficients diagonaux sont tous inférieurs a 2.

b/ En déduire une matrice X solution de I’équation ().
On explicitera les neuf coefficients de la matrice X.

Exercice 2 (fonctions et probabilités continues)

Partie I

Soit g la fonction définie sur |0, 4+oo[ par :

g(x) = 22 — 41n(x)
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1/ Etudier le sens de variation de g, et vérifier que g admet un minimum sur
10, +oo[ égal & 2 (1 — In(2)).

2/ En déduire le signe de g(x) pour tout réel x de ]0, +o0f.

On considere la fonction f définie sur |0, +oo[ par :

1+ 1In(z)
x

f@) =7+

On appelle (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (unité
graphique 2 cm).

3/ Déterminer la limite de f en 0. Interpréter graphiquement le résultat.

4/ Déterminer la limite de f en +o0.
5/ Montrer que la droite (D) d’équation y = % est asymptote a la courbe (C).

6/ Etudier la position relative de (C) et de (D). On montrera en particulier que
(D) coupe (C) en un point A dont on calculera les coordonnées.

7/ Etudier le sens de variation de f. Dresser le tableau de variation de f.
8/ a/ Vérifier que pour tout réel z de |0, +0[, on a :

2In(z) — 1
=

f()

b/ Etudier la convexité de f.
La courbe (C) possede-t-elle des points d’inflexion ?
9/ On donne :

220,4 Ve~16  f(Vo)~13  f(vo) ~0.1

Représenter la courbe (C) et la droite (D) dans un méme repere orthonormé.

Partie 11

1/ Déterminer la dérivée de la fonction u définie sur |0, +oo[ par :
2
u(z) = (In(z))

2/ En déduire que :




