FONCTIONS DE CLASSE !

La notion de classe C' pour une fonction numérique d’une variable réelle est
présente en analyse (étude de fonctions numériques a une variable réelle,
intégrations par parties) et en probabilités (fonction de répartition d’une
variable aléatoire a densité).

A I’aide de plusieurs exercices, nous allons travailler cette notion.

Ces exercices nous permettront de travailler les fondamentaux de ’analyse
(continuité, dérivabilité, limites, dérivées).

Cours

1) Définition

Une fonction numérique f d’une variable réelle définie sur un intervalle / est

dite de classe C'si elle est dérivable sur cet intervalle et si sa dérivée f'est

continue sur cet intervalle.

2) Propriétés
a) Si f etg sont deux fonctions de classe C'sur un intervalle / alors les

fonctions f + g et f x g sont de classe C'sur/.

/

Si de plus g ne s’annule par sur / , alors < est de classe C'sur /.
g

b) Si f estune fonction de classe C'sur un intervalle / et si g est une
fonction de classe C' sur un intervalle J contenant I’intervalle /(1) ,alors

la fonction g o f est de classe C'sur I’intervalle / .
Remarque.

La fonction f étant de classe C'sur I’intervalle 7, elle est dérivable donc

continue sur cet intervalle.
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L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle
(théoréme des valeurs intermédiaires), on peut donc affirmer que f° (1 ) est

un intervalle.

Exercice 1

On considére la fonction numérique f de la variable réelle x telle que

0six=0
f(x)= =~ sinon
Inx

1) Donner I’ensemble de définition de la fonction f .
2) La fonction f est-elle dérivable en 0 ?

3) Justifier que la fonction f est de classe C' sur [0,1[ .
4) Dresser le tableau des variations de la fonction f .

(On y fera apparaitre les différentes limites et la valeur de f (e) )

\Z

On considére la suite v telle que v, =3 et VneN,v 0
nv,

n+l

5) Montrer queVreN,v, 2e.
6) Justifier que la suite v converge et déterminer sa limite.

Correction

X . ) .
1. l_ existe si et seulement si x>0et Inx#0.
nx

x . . .
l_ existe si et seulement si x>0et x#1.
nx

/(0) existe donc [la fonction / est définie sur[0,1] U |1, +oo]

2. Pourxe]O,l[,f(x) /(0) (lnxx)

_ 1 . .
- =—— — Opuisquelimlnx =—-o0
x—0 x In x x>0 x—0

La fonction f est donc dérivable en O et f ’(0) =0
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3. La fonction f est de classe C' sur]O,l[ et sur]1,+oo[ comme quotient de

fonctions de classe C' dont le dénominateur ne s’annule pas sur]O,l[ et sur
]l,+oo[ .

% Pour établir le caractére C'de la fonction f sur chaque

intervalle ouvert on utilise les théorémes généraux rappelés en
début de chapitre.

1><1nx—x><l Inx—1 | 1
VXE]O’I[U]L%O[’f'(X): (lnx)2 " (lnx)2 B (Inx) - (Inx)?

1
limIn x = —oodonc lim—— =0etlim ! > =0
x—0 x—0In x x—0 (ln X)

Finalement lirr(}f'(x) =0=/"(0)= f"continue en 0.
X

La fonction f est de classe C' sur[O,l[.

x><lnx—1><l Inx—1
4. Vxe o[ L+, f'(x) = X = — est du signe de

(lnx)2 (ln x)

Inx—1:
Inx-1=0shx=1<x=¢
Inx-1>0=hx>1l<x>e

La fonction f est dérivable donc continue en 0 : lim f° (x) =f (0) =0.

x—0

limx=1
x>l .
= lim f(x)=-o
Iimlnx=0" =1 f( )
x—1"
limx=1
x—-1"

li =
limInx=0" :>x11111f(x) e
x—l1t
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lim Inx_ 0" (Limite usuelle)=> lim f (x)=-+o0

X400 X X—>+00
by 0 1 e +00
rell - L

f(x) O\_OO +oo\Ae /+oo

5. Montrons le résultat par récurrence. On note P(n):v, 2e

» [Initialisation : v, =3 2> e , puisque e~ 2.718.
» Hérédité : on suppose que pourunz >0, v, > e et on veut montrer

que v, =e.

Siv, 2e,alors f (vn )=V 2/ (e) =e car la fonction f est croissante sur

[e,+0] .
> Conchsion:
% I-Inv,
— n — n
6. VneN,y,  -v, = -V, =V, X
nv, v,
v,=2e>0

v,ze=>hv,21=1-Inv, <0;=v,,,-v,<0
v, 2e=>Inv,21>0

La suite (v, ) est décroissante et minorée par e : elle converge vers un réel
L>e.

\¢ ETETI L
v,,; =——. On passe a la limite quand ntend vers+oo : L=—— carla
Inv, nl

fonction In est continue en L>e.

On a donc LzﬁeLlnL—L:0<:>L(1—1nL):O<:>L:Oou L=e.
n

CommeL>e,ona L=e :|asuite (vn ) converge Vers e .




FONCTIONS DE CLASSE C1

Exercice 2

et -1

Soit f1’application définie sur Rpar : f (x) =< 5 siox#0
0 si x=0

1. Montrer que f'est impaire et continue surR .
2. Montrer que f'est de classe C'sur R.
3. Donner le tableau des variations de f.
4. En déduire I’existence d’une application réciproque de f impaire.
Correction

1. La fonction f est définie sur R intervalle symétrique par rapport a 0 donc
Vx e ]R,(—x) eR.

e -1 .
F) =T T = (v) et impaird

0six=0

3 2 . , P
La fonction x+—e* —1est continue sur R comme composée et différence de
fonctions continues sur R, par conséquent la fonction f* est continue sur

]-o0,0[ et sur ]0,+o0] comme quotient de fonctions continues dont le
dénominateur ne s’annule pas sur chacun de ces intervalles.

Continuité en O :
2
e" —l~x=¢e" —1~x*,onadonc
0 0

2
f(x)r;);— =x= }Cgraf(x) = ii_r)lgx =0= f(O) ce qui assure la continuité de la

fonction f en 0.

Conclusion : ‘la fonction f est continue surR‘

. 2 r
2. La fonction x+ e —1lest de classe C' sur R comme composée et
différence de fonctions de classe C'sur R , par conséquent la fonction f est

de classe C'sur ]—O0,0[ et sur ]0,+00[ comme quotient de fonctions de classe

1 r . .
C dont le dénominateur ne s’annule pas sur chacun de ces intervalles.
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Etude en 0
a) Dérivabilité en 0
—-1(0) & - -7 (0
PW=0) e W0
x—0 x° 0 x>0 x—0
La fonction /* est donc dérivable en 0 et /'(0)=1.
b) Continuité de /' en 0.

=

Pour x#0,

2xe"2x—(e"2 —1)1 e (2x2 _1)+1
Vxe]—oo,O[u]O,+oo[,f'(x): > = >

.« . " 2
Pour x au voisinage de 0, e* :1+x+o(x) donc e" =1+x +o(x2)

e~ (2x2 —1)+1:(1+x2 +0()cz))(2x2 —1)+1:x2 +0(x2)f;x2 , et donc

2
X

ROt

0 x

Finalement ling f'(x)=1=£"(0) : la fonction /" est continue en 0.
X

Les conclusions de a et b permettent d’affirmer que :
La fonction f est de classe C'surR

< Pour établir le caractére C'de la fonction f sur |-, 0[ et sur

]0, +oo[ on utilise les théorémes généraux rappelés en début de
chapitre.

% Pour établir le caractére C' de la fonction f sur R, on traite le
probléme local en 0 en revenant a la définition d’une fonction de
classe C'.

s Les études de limites nécessaires a la résolution du probléme se
font éventuellement a ’aide d’équivalents et si nécessaire a
P’aide de développements limités.

3. Pour x#0, f'(x) estdusigne de g(x) —e* (Zx2 —1)+1

Cherchons donc le signe de g(x).

La fonction g est dérivable sur R comme composée, produit et différence de
fonctions dérivables sur R .

Vx e ]R,g'(x) =2xe" (2x2 - 1) +e* dx=xe* (4x2 -2+ 4)

Vxe]R,g'()c)zxex2 (2+4x%) : g'(x) est du signe de x.
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La fonction g est donc décroissante sur ]—oo,O] et croissante sur [O,+oo[ :

elle admet un minimum absolu en 0 qui vaut g(O) =0.

Conclusion : la fonction g est positive sur R et strictement positive sur R .

Revenons a f.
Pour x#0, /'(x)>0 ,or f'(0)=1 donc VxeR, f'(x)>0 : la fonction f

est strictement croissante sur R .

Limites a ’infini

x? x? x?
et -1 e 1 e 1
Vx;tO,f(x)= == XX
X X X X X
lim x =+o0
X—>+0 XZ
e
22 4 = lim xx—=+o0 (en posant 4 = x %)
. e X—>+00 x
Iim —= lim — =+
X—>+0 x A—>+0 A

o1 o .
Comme lim —=0, il vient : lim f(x)=
x40 X X—>+o0

XIEEO f (x) = Xh_)r?m f (—X ) (en posant X =—x ) et donc, en utilisant I’imparité

de la fonction f*, il vient : 11m f = lim [ f ]

X —>+o0

X —0 0 +o0
/() J *
f(x) / +o0

4. La fonction f'est continue et strictement croissante sur R : la fonction f
est une bijection de Rsur f(R)=R.

La fonction f admet donc une bijection réciproque f ' définie sur R avec

F(R)=R.
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Montrons que f ' estimpaire. Ona:VyeR,(-y)eR.
S ()=xer=/(x)

f)=xe-y=-£(x)

f(y)=x<-y=f(-x) ,car f estimpaire

S ()=xe [ (y)=—x

Finalement f~'(-y)=-x=—f"(y) : /7' estimpaire.

La fonction f admet donc une bijection réciproque f~' impaire

Exercice 3
xln(x)
Soit la fonction / définie sur[0,1]par: f(x) =4 x-1
7(0)=0etf(1)=1
1. Etudier la continuité de la fonction f* sur [0,1].

2. Lafonction f est-elle de classe C' sur[O,l] ?

sixel0,]]

3. Dresser le tableau des variations de la fonction f sur [0,1] .

Correction

1. La fonction x+— xln(x) est continue sur ]0,1] comme produit de fonctions

continues sur]O,l] , par conséquent la fonction f* est continue sur ]0,1[
comme quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas

sur I’intervalle ]O, 1[ .

» Continuité en 0
limxIn(x) = O(limite usuelle)
x—0

. 0
lirré(x—l):—l ji‘i%f(x)=_—1=0=f(0),

Donc f est continue en 0.

» Continuité en 1

ln(x)lw(x—l): f(x)mlnx ; lirr%f(x):lzf(l) ; donc f est continue en 1.



