Chapitre 1

Espace de Mal’cev

On a insisté dans l'introduction sur le fait que la figure fondamentale
de la géométrie affine, celle qui est la pierre angulaire de la relation
affine/vectoriel, et plus généralement de la relation géométrie/algébre,
est le parallélogramme. C’est de la, comme on I'a annoncé, que nous
allons partir. Le quatrieme sommet d'un parallélogramme est déterminé
par les trois autres, et peut donc se penser comme le résultat d'une
opération ternaire.

x .:p(xvyaz)

Yy z

C’est cette opération ternaire que nous allons étudier systématiquement.

1.1 Loi de Mal’cev

Soit X un ensemble.

Définition 1.1.0.1. Une loi de Mal’cev sur X est une opération ter-
naire :

p: X XX xX =X, (r,y,2) = p(z,y, 2)
vérifiant : p(z,y,y) =z et p(y,y,2) = 2.
Exemple 1.1.0.2. A tout groupe (G,-,1) on peut associer canonique-
ment une loi de Mal’cev, définie par p(z,y,z) =x -y~ 2
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12 CHAPITRE 1. ESPACE DE MAL'CEV

Soit h : G — H un homomorphisme de groupes. On sait que le
noyau Kerh = h™'{1} est un sous-groupe de G. En revanche, si t, € H,
to # 1, Pimage réciproque Ty, = h™1({to}) n’est pas un sous-groupe du
groupe G.

Exercice 1.1.0.3. Montrer que la formule p(z,y, z) = -y~ ' - 2z définit
une loi de Mal’cev sur ensemble T';; = A ({t0}).

Définition 1.1.0.4. Une loi de Mal’cev p sur X est dite :

1) associative a droite si on a : p(x,y,p(y,u,v)) = p(x,u,v)

2) associative a gauche st on a : p(p(x,y,u),u,v) = p(x,y,v)

3) associative lorsque ces deux conditions sont satisfaites.

On appelle espace de Mal’cev la donnée d’un ensemble X non vide muni
d’une loi de Mal’cev p qui est associative.

Exercice 1.1.0.5. Montrer que la loi de Mal’cev sur I'y, = h™1({to}),
définie dans ’exercice précédent, est associative.

Exercice 1.1.0.6. Montrer qu’'une loi de Mal’cev est associative si et
seulement si on a : p(p(x,y, z),u,v) = p(x,y, p(z,u,v)).

Exercice 1.1.0.7. Montrer que si la loi de Mal’cev est :

1) associative a droite, on a : t =p(z,y,2) < z=p(y,x,t)

2) associative & gauche, on a : t =p(z,y,2) & = =p(t, 2,9)

3) associative, on a : p(z,p(y, z,t),u) = p(p(x,t,2),y,u).

Définition 1.1.0.8. Une loi de Mal’cev p sur X est dite commutative
sion a:p(x,y,z) =p(z,y,z). Un espace de Mal’cev est dit commutatif
lorsque la loi de Mal’cev qui le définit est commutative.

Exercice 1.1.0.9. Montrer que la loi de Mal'cev canonique sur un
groupe G définie dans 'Exemple 1.1.0.2 est commutative si et seulement
si le groupe G est abélien.

Définition 1.1.0.10. Une loi de Mal’cev p sur X est dite autonome si
on a - p(p<x7 y? Z)7p(xlﬂ y/7 Z/)7p(‘r//7 y”? Z”))

= p(p(x, ', 2"),p(y, v, y") (2, 2, 2"))
Exercice 1.1.0.11. Montrer que p est autonome si et seulement si la
loi p est associative et commutative.

Exercice 1.1.0.12. Représenter graphiquement en terme de parallélo-
grammes au sens de la géométrie classique du plan tous les axiomes
précédents, a savoir ceux d’une loi de Mal’cev, des associativités, de la
commutativité et de 'autonomie.
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1.2 Relation d’équivalence de Chasles

Soit p une loi de Mal’cev sur X. On définit sur 'ensemble X x X des
bipoints de ’ensemble X la relation R, suivante, appelée la relation de
Chasles associée a p :

(%, t)RP<y7 Z) < 1= p('ra Y, Z)
On laissera au lecteur la preuve du premier résultat qui est élémentaire :

Proposition 1.2.0.13. 1) La relation R, est réflexive et, pour tout
z,y € X, on a toujours (z,x)R,(y,y).

Si de plus on suppose que la loi p est associative a droite :

2) R, est symétrique et transitive, et donc une relation d’équivalence
3) la diagonale Ax = {(z,z)/x € X} C X x X est une classe d’équiva-
lence de la relation d’équivalence R,

4) toute classe d’équivalence de R, posséde un unique représentant d’ori-
gine donnée x.

Soit p une loi de Mal’cev associative a droite. On note Y_I;ensemble
quotient (X x X)/R, (voir Section 7.1.3 de I’Appendice) et zt la classe
d’équivalence du bipoint (x,t). Les points 3) et 4) ci-dessus déterminent

les points suivants : 3’):107:@ et 4’):1@:3;2 &S a=b

On notera px : X x X — Y la surjection canonique qui associe a
tout bipoint (z,t) la classe ﬁ Par la Proposition 7.1.3.13, la relation
nucléaire R[px]| (cf. Exemple 7.1.3.2) de cette surjection est la relation
dont on est parti, a savoir la relation de Chasles R,,.

Exercice 1.2.0.14, Soit p une loi de Mal’cev associative a droite. Mon-
trer que : wp(x,y, z) = @'p(a’,y, 2) (= §2).

Exercice 1.2.0.15. Soit GG un groupe et p sa loi de Mal’cev canonique.
Montrer que (x,y)R,(z',y’) si et seulement si 271y = 2’~'.y/. Autre-
ment dit la relation de Chasles R, est la relation d’équivalence nucléaire
R[d] associée & la “division” d : G x G — G définie par d(z,y) = 27! -y.

Exercice 1.2.0.16. Echange des termes moyens et extrémes
Soit (X, p) un espace de Mal’cev. Montrer que les conditions suivantes
sont équivalentes :
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1) (X, p) est commutatif

2) pour tout (a,b,c,d) € X* on a : (a,b)Rj(c, d) < (a,¢)R,(b,d)
3) pour tout (a,b,c,d) € X* ona: a :gl & %—@

4) pour tout (a,b,c,d) € X* ona: ab=cd < at = bd.

1.3 Direction d’un espace de Mal’cev

Dorénavant on supposera fixé un espace de Mal'cev (X, p). On va

montrer que I'ensemble quotient ? est muni d’'une structure de groupe
inspirée par la figure suivante :

Y
/ \
/ =
Lo /
T /
/ /

u /

\ ,

v

Proposition 1.3.0.17. Soit (X,p) un espace de Mal’cev. Alors l'en-
semble quotient 7 est muni d’une loi de groupe définie par :

@ : m = :Ep(y,u,v;
Elle vérifie les identités de Chasles : 1) T - y%2 = 1% et 2) Tk = 1.

Preuve. Tout d’abord il faut montrer que la définition proposée ne
dépend pas des représentants des classes d’équivalence. Supposons a@ =

2y et wb = w'v'. On doit montrer zp(y, u, 115 =a2'p(y, 0’5, A savoir :
p(y, u, U) = p(:c, 'rla p(y/> ulv U/))

Or : p(z, 2, p(y', u',v")) = p(p(z, 2, y), v, v') = p(y, u',v)

puisque : y = ple,a',y/) par 7 = o'y ;

et 1 p(y,u,v) = p(y, u, p(u, u',v")) = p(y, ', ')

puisque : v = p(u,u,v') par ub = u'v.

Clairement la diagonale Ax est I’élément neutre de cette loi binaire sur
)_(>puisque : ﬁ-zﬁ:u_ﬁ-lﬁ:up(u,u,v;:metﬁ-u_ﬁ:ﬁ-gﬁz

xp(y,y,y) = 7.
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De plus y# est inverse de Z7) puisque 1) : Tl -yt = xp(y, y, o) = 7t et
par symétrie 2) 'gﬁ-@:ypx x,y :gﬁ
Il reste donc a prouver 'associativité. On a :
T (-5t = 3 up(o, 5,8 = 2p(y, wp(v, 5,1)) = 2p(p(y, w,0), 5,1)
et, de méme : @ . ﬂ . g = zp(y,u,v) - g zp(p (y,u,v),s,tﬁ. ]

Définition 1.3.0.18. Soit (X,p) un espace de Mal’cev. On dit que le
groupe )_(> est la direction de [’espace de Mal’cev (X, p).

Exercice 1.3.0.19. Montrer que le groupe ? est abélien si et seulement
si espace de Mal’cev (X, p) est commutatif. Dans ce cas, on note le

groupe (X, +,0) additivement.

Exercice 1.3.0.20. Quelques formules utiles. Montrer que :
1) p(z,y, 2)p(x,y, ') = 22/

2) p(x,y, 2) wy X)) =7 yz—ﬁl 2yt

3) pla,y, 2)p(a',y, =) = - aa’ - T

Etant donné un groupe G, on peut caractériser les espaces de Mal’cev
X qui ont, a isomorphisme pres, le groupe G' comme direction :

Proposition 1.3.0.21. Soient (X,p) un espace de Mal’cev et G un

groupe. Le groupe G est canoniquement isomorphe au groupe ? si et
seulement s’il existe une application ¢ : X x X — G telle que :

1) ¢ est surjective

2) la relation nucléaire R[] est égale d la relation de Chasles R,

3) ¢(x,x) =1

4) o(x,y) - oy, 2) = ¢(x, 2).

Preuve. Supposons les 4 conditions réunies. L'inclusion R, C R[¢] et la
propriété universelle du quotient (voir Théoréme 7.1.3.16 et Corollaires)
déterminent une unique factorisation 6 dans le diagramme suivant qui
est définie par 0(Z7) = ¢(x,y) et injective du fait de la stricte égalité
R, = R[¢] :

X x X

X (X x X)/R,= X
\VG

G
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Puisque ¢ est surjective, la factorisation 6 est aussi surjective; elle est
donc bijective. La condition 3) entraine que @ préserve I’élément neutre
de }, tandis que la condition 4) entraine que 6 préserve la loi de groupe.
Ainsi 6 est un homomorphisme de groupes bijectif et donc un isomor-
phisme. Réciproquement s’il existe un isomorphisme 6 entre ? et G, le
composé 6 o px vérifie les conditions de ¢. [

C’est 'unicité de 6 qui permet de parler d’isomorphisme canonique.

Sous les hypotheses précédentes, on peut donc identifier Xz a G et @ a
¢(x,y). Cette proposition va produire un premier exemple de direction :

Exercice 1.3.0.22. Soit G un groupe. Déterminer la direction associée
a sa loi de Mal’cev canonique. Soit h : G — H un homomorphisme de
groupes et tg € H, tg # 1. Quelle est la direction de I'espace de Mal’cev
[y, = h '({to}) ? On pourra s’aider de I'Exercice 1.2.0.15.

1.4 Espace de Mal’cev et action de groupe

Les notions d’espace de Mal’cev et d’action de groupe strictement
transitive (voir la Définition 7.2.4.5 de I’Appendice) sont étroitement
liées. En quelque sorte elles sont respectivement les versants géométri-
ques et algébriques d’'une méme structure.

Proposition 1.4.0.23. Soit (X,p) un espace de Mal’cev. Alors la di-

rection ? agit sur l’ensemble X d’une maniére strictement transitive
par l'opération externe :

XX:?XX%X; (@,z)r—):@*z:p(z,y,x)

Preuve. 1l faut d’abord montrer que la définition de x x est indépendante
du représentant de la classe @ :on a déja noté que zp(z,y,x) = gﬁ
Par ailleurs 1) : 1 xz = Tt *x =plx,z,z) = x et 2) : @*(y?*t) =
:@*p(t,z,y) :p(p(t,z,y),y,x) :p<t,2,l‘) =Tiwt= (@ ’ y?) *t.

Légalité jif & = p(z, x,y) = y montre que Paction est transitive. Par
ailleurs, si on a : vi*x = y, c’est-a-dire p(x, u,v) =y, ona (z,y)R,(u, v),
a savoir @ — ub; et Daction est strictement transitive. O

Proposition 1.4.0.24. Soit X un ensemble non vide et G un groupe.
Il y a bijection entre les espaces de Mal’cev (X, p) de direction G et les
actions strictement transitives de G sur X.



1.5. MORPHISME DE MAL’CEV 17

Preuve. On vient de définir I'action strictement transitive de ? sur X.
Inversement, soit o une action strictement transitive de G sur X. On
définit la loi de Mal’cev de la fagon suivante : soit (z,y,z) € X x X x X
et g € G 'unique élément tel que g*xy = z. On pose p(x,y, z) = gxx. O

1.5 Morphisme de Mal’cev

On va a présent se donner le moyen de comparer entre eux les espaces
de Mal’cev. Soient (X, p) et (Y, ) deux espaces de Mal’cev.

Définition 1.5.0.25. Une application f : X — Y est un morphisme de
Mal’cev si f préserve la loi ternaire, autrement dit si :

fp(u,v,1)) = m(f(u), fv), f(t))

Proposition 1.5.0.26. Soit f un mO%hz'sme de Mal’cev. Il détermine

un unique homorphisme de groupes — 7 tel que ?(ﬁ) =

().

Preuve. Soit fx f: X x X — Y xY l'application définie sur I’ensemble
des bipoints de X par (f x f)(u,v) = (f(u), f(v)). Considérons alors le

diagramme suivant :

Xxx— vy
le iPY
X ; ~Y
f

D’apres la propriété universelle du quotient (Théoreme 7.1.3.16), on
aura une factorisation qui fait commuter le diagramme (c’est exactement

le sens de I'égalité ?(zﬁ) = f(u)f(’u)) si et seulement si :

R, = Rlpx] C Rlpy o (f x )] = (f x )" (Rlpy]) = (f x f)~(R[r])

Cette inclusion signifie : (u, v)R,(u/,v") = (f(u), f(v))R(f(u'), f(v)),
a savoir : v = p(u,u’,v") = f(v) = p(f(u), f(u'), f(V)), ce qui est la
définition d’un morphisme de Mal’cev. Il reste a vérifier que f est bien
un homorphisme de groupes.
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)Ona: f(1)= (@) = fo)fa) = 1.

1
2) De plus on observe que :

N

T @ab) = 7 (@ply,w, 0) = F@) f(ply, u, 0)]
= F@p(F W), fw), F(0)) = F@) FO) Fu) (o) = F (@) f @d). O

Définition 1.5.0.27. Soit f : (X, p) — (Y, ) un morphisme de Mal’cev.
On dit que I’homomorphisme de groupes est la direction de f.

Exercice 1.5.0.28. Soient GG et H deux groupes, et h: G — H un ho-
momorphisme de groupes. Montrer que c’est un morphisme de Mal'cev
pour les structures de Mal’cev canoniques associées. Quelle est la direc-
tion de ce morphisme de Mal’cev ?

Exercice 1.5.0.29. 1) Soit (X, p) un espace de Mal’cev. Montrer que
I'application “identité” Idy : X — X, définie par Idx(x) = x, est un
morphisme de Mal’cev. Quelle est sa direction ?

2) Soient (X, p) EN (Y, ) % (Z,) deux morphismes de Mal’cev. Mon-
trer que le composé go f : (X, p) — (Z, 1) est un morphisme de Mal’cev
et que go—>f = ? o f.

3) Soit f : (X,p) — (Y, 7) un morphisme de Mal’cev. Montrer que f est
injectif (resp. surjectif, bijectif) si et seulement si f est injectif (resp.
surjectif, bijectif).

4) Soient (X, p) et (Y, ) deux espaces de Mal'cev et yy € Y. Montrer
que l'application constante gy : X — Y définie par ¢o(x) = yo est un
morphisme de Mal’cev. Quelle est sa direction ?

Nous avons avec le point 3) ci-dessus une excellente illustration de ce
que nous entendons par la relation géométrie/algébre.

“Postulat d’Euclide” pour les morphismes de Mal’cev

Le résultat suivant permet de générer extrémement facilement des
morphismes de Mal’cev a partir d’homomorphismes de groupes :

Théoreme 1.5.0.30. Soient X, Y deux espaces de Mal’cev et un homo-

morphisme de groupes h : X — Y . Pour toute paire (xo,yo) € X X Y,
il existe un et un seul morphisme de Mal'cev f : X —'Y tel qu'on a :

flwo) =y et f =h



