Chapitre 1

Trigonométrie

1. PRELIMINAIRES

1.1. Domaines d’application

De nombreux domaines scientifiques utilisent la trigonométrie depuis des époques tres
lointaines. Tout d'abord utilisée en astronomie et en navigation (pour les méthodes de
triangulation), la trigonométrie est utilisée dans les temps modernes dans de trés nombreux
domaines (physique, électricité, électronique, mécanique, acoustique, optique, géographie,
géodésie, cartographie ....).

C'est donc une science incontournable pour tout technicien ou pour I’ingénierie. La
trigonométrie représente un outil essentiel, dans un premier temps, notamment pour des
études en génie électrique, génie mécanique et, bien entendu, pour toute étude d’ingénieur.

1.2. Histoire

L'origine de la trigonométrie (du grec trigonos, triangle) se situe en Egypte ancienne, en
Meésopotamie et dans la vallée de 1'Indus, il y a plus de 4000 ans. On reléve une premicre
utilisation du sinus en Inde entre 800 et 500 av JC. Les premicres tables de trigonométrie
apparaissent en Grece entre 190 et 120 av JC. Elles sont émises en 150 ap JC par Ptolémée
pour une application a l'astronomie.

La science de la trigonométrie trouve ensuite son essor dans le monde musulman a partir de
I'an 1000.

En Europe, la trigonométrie se développe vers le milieu du XIV®™ siécle par la redécouverte
des travaux de Ptolémée.

Clest en 1595 que la discipline prend pour nom la trigonométrie et a cette époque que la
notation sina est introduite par le mathématicien flamand Adriaan van Roomen pour exprimer
le sinus d'un angle. Cet outil ne cesse ensuite d’étre exploité jusqu’aujourd’hui.
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2. DEFINITIONS

2.1. Cercle trigonométrique

Dans un repere orthonormé, on définit le cercle trigonométrique comme un cercle de centre O
et de rayon 1. On munit I'ensemble d'une orientation.

Par définition, le sens positif est la rotation dite dans le sens trigonométrique, sens inverse des
aiguilles d'une montre (figure 1).

A L'angle 0, formé par le segment OM et l'axe
y des abscisses se mesure en degrés, en grades
\* ou en radians. Dans le domaine de Ila

Y ~N

trigonométrie, seuls les radians sont utilisés.

A 360°, soit un tour complet, correspondent
9 X 27 radians. On parle aussi de récurrence en

affectant a un angle de k tours (k étant un
nombre entier), une mesure de 2km radians.

/ Tout angle 0 admet une infinit€ de mesures
\ par cette récurrence. La mesure fondamentale
appartient a l'intervalle ]-m+m] qui parcourt
tout le cercle trigonométrique.

Figure 1. Cercle trigonométrique L'ensemble des solutions de mesure d'un
angle donné s'écrit donc : 0 + 2kn. kEZ.

2.2. Lignes trigonométriques

On appelle :

= cosinus 0, I'abscisse du point M (figures 1 et 2)

= sinus 0, ’ordonnée du point M
sin 6

= tangente 0 et I’on note tan 6, le quotient
cos 6

On note ainsi les coordonnées du point M : M (cos 6, sin ).

Une définition géométrique des lignes trigonométriques est donnée figure 2, affectant un

signe positif a la tangente dans le premier [0,%[ ] et troisieéme [7[,777 ] cadran et négatif dans le

deuxieme [g,ﬂ'] et quatrieme [37”,2”] cadran.
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2.3. Propriétés

VO, -1<cos0<1 VO, -1<sin6<1

co0s?0 + sin?0 = 1 (d'apres Pythagore)

2.4. Valeurs remarquables

Le tableau 1 récapitule les valeurs des lignes trigonométriques pour certains angles
remarquables.
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3
Figure 2.  Définitions géométriques Tableau 1. Valeurs remarquables
Evercice 1

3. PROPRIETES REMARQUABLES

3.1. Relations obtenues par lecture sur le cercle trigonométrique

cos(x + 2m) = cos x sin(x + 2m) = sinx tan(x + 2m) = tan x
cos(m—x) = —cos x sin(m —x) = sinx tan(mr — x) = —tanx
cos(m+ x) = —cos x sin(m+ x) = —sinx tan(mr + x) = tan x

Vs . 1 .
cos (5 — x) =sinx cos (; + x) = —sinx
. s . T
sm(;—x)zcosx sm(;+x)=cosx

tan(g—x)= L tan(§+x)= 1

tanx tanx
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3.2. Relations relatives a 1'addition d'angles

cos(a+ b) = cosa.cos b —sina.sinb cos(a—b) =cosa.cos b+ sina.sinb
sin(a+ b) = sina.cos b+ cos a.sinb sin(a —b) = sina.cos b —cos a.sin b
tan a+tan b tan a—-tanb
tan(a + b) = —_— tan(a —b) =————
1-tana.tanb 1+tan a.tanb

3.3. Relatives au produit de sinus et cosinus

1
sina.sinb = > [cos(a — b) — cos(a + b)]

1
sina.cos b = > [sin(a — b) + sin(a + b)]

1
cosa.cosb = > [cos(a — b) + cos(a + b)]

3.4. Relatives a la somme de sinus et cosinus

. . . + - . . . - +
smp+smq=2$mp2—q.cos¥ smp—smq=251n¥.cospz—q
+ - . ptq . p-
cosp+cosq=2cospz—q.cospz—q cosp—cosqz—Zsm%.smpz—q

Evercices 24 ¢

3.5. Linéarisation

La linéarisation consiste a exprimer des fonctions trigonométriques élevées a une puissance
donnée selon des fonctions trigonométriques de degré un. On démontre les égalités suivantes
(voir Chapitre II):

cos?x = %(1 + cos2x) sin’x = %(1 — c0s2x)

3 1 , 3 1,
cos3x = - COSX + - cos3x sin®x = S sinx — < sin3x

4. FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

Il s'agit dans ce paragraphe de représenter les fonctions trigonométriques pour une utilisation
ultérieure a I'électricité et toutes les composantes du domaine de la physique qui en découlent.
Dans l'objectif de ces applications, la variable choisie est maintenant le temps « ». Ces
fonctions seront par ailleurs abordées au cours du chapitre III en tant qu’outils servant
éventuellement a 1’élaboration de fonctions plus complexes.

Pour cette premiere présentation, on utilise ici la variable ¢ représentant le temps, plus usitée
dans le domaine technique et ses applications.




4. Fonctions trigonométriques

4.1. Fonction sinus (sin ¢)

Figure 3. Fonction sin(t)

4.2. Fonction cosinus (cos ?)

cost

Figure 4. Fonction cos(t)

4.3. Fonction tangente (tan 7)
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Figure 5.

Fonction tan(t)

La figure 3 représente la fonction
sinus. C’est une fonction périodique de
période 2m et de valeurs comprises
entre -1 et +1 prenant la valeur O en ¢ =
0.

A chaque passage par 1’ordonnée O
(intersection avec I’axe des abscisses),
la courbe change de concavité : ce sont
les points d’inflexion.

La figure 4 représente la fonction
cosinus. C’est est une fonction
périodique de période 2w et de valeurs
comprises entre -1 et +1 qui prend la
valeur / ent = 0.

A chaque passage par 1’ordonnée 0
(intersection avec 1’axe des abscisses),
la courbe change de concavité : ce sont
les points d’inflexion.

La figure 5 représente la fonction
tangente. C’est une  fonction
périodique de période m et de valeurs
comprises entre -0 et +oo qui prend la
valeurOent=0.

Comme précédemment, les points
d’inflexion se situent sur 1’axe des

abscisses.

Les chapitres suivants verront plus
précisément comment les déterminer.



Figure 6.
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5. EQUATIONS ET TRANSFORMATIONS
5.1. Résolution d'équations trigonométriques

Il s'agit de trouver les solutions de certaines égalités :

cosa=cosbh

donne les solutions a =b+ 2km ou a = —b + 2kn (kEZ).

sina =sinb donne les solutions

a=b+2knm ou a=n—>b+2kn (kEZ).

Dans les autres cas, il s'agit de se ramener a I'une de ces deux formes en utilisant les formules
classiques présentées plus haut.

5.2. Transformations

La trigonométrie va largement contribuer a la modélisation et la représentation de signaux,

notamment en application a 1’électricité, 1’électronique et la mécanique. 1l s’agit d’étudier les
signaux de forme générale :

y(t) = A.cos(wt + @)

y(t) = A.sin(wt + @)

Dans ces expressions apparaissent 1’amplitude, la pulsation et le déphasage du signal par
rapport a ’origine O.

y (t)“ " L'abscisse est le temps « ¢ » (exprimé
\'\; """""""""""""" ; ;’:‘\"‘;\ """""" R /,'1\\’ en secondes).
/ \
\\\ : \\\ ,// ‘\ x/f * @ est la pulsation du signal (en
| ! \ ! ! ! radians par seconde).
\ f! \\ <i>ff D ;; = p est son déphasage (en
1 / \ (, \ .’ e radians).
§ ; | ,F ‘s\ f = A est son amplitude (réel
\\\ ,! \\x | ] \\ /;1 positif).
\ {" | /I \\ ! La figure 6 représente la fonction
\\\ /] \\‘ / \ Ill y(t) = Asin(wt — @), de période
_____________ kL O X O . 3 0 1

21/

Sfonction y(t) = A.sin(wt - p)
5.2.1. Transformation en somme de termes non déphasés

11 est toujours possible de décomposer ce type de fonction en une somme de sinus et cosinus
non déphasés. Autrement dit établir la relation :

A.cos(wt- @) = Ala.cos wt + S.sin wt]



5. Equations et transformations

= en exprimant les facteurs o et 3 par l'utilisation de l'expression :
cos(a—b) =cosa.cos b+ sina.sinb

= en identifiant avec

cos(wt— (p) = cos wt.cos ¢ + sin wt.sin ¢, on obtient :

a =cos @ et B =sing

5.2.2. Transformation inverse,

= partant de a.cos wt + b.sin wt

= en posant A =+/a®+ b? et le mettant en facteur :

a b
a.cos wt + b.sin wt = A(Z.cos wt+Z.sinwt)

= en cherchant I'angle ¢ tel que :

a
cos @ = 1
. b
sin @ = a
Il vient :

a.cos wt + b.sin wt = A(cos ¢.cos wt + sin @.sin wt) = A. cos(wt- @)

Evencices 5 4 10
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6. RESUME DE COURS

Par définition, le sens positif est la rotation dite dans le sens trigonométrique, sens inverse des
aiguilles d'une montre.

L'angle 0, formé par le segment OM et I'axe des abscisses se mesure en degrés, en grades ou
en radians. Dans le domaine de la trigonométrie, seuls les radians sont utilisés.

A 360° correspondent 27 radians.
Tout angle 6 admet une infinité de mesures. La mesure fondamentale appartient a 'intervalle
] -m, +x] . L'ensemble des solutions de mesure d'un angle donné s'écrit 0 + 24w, k€ Z.
Propriétés essentielles

cos(a + b) = cosa.cosb — sina. sinb

cos(a — b) = cosa.cosb + sina. sinb

sin(a + b) = sina.cosb + cosa. sinb

sin(a — b) = sina.cosb — cosa. sinb

P—q
2

q
.Ccos

sinp + sinqg = ZSinp

bp—q p+q

D — sing = 2si _
sinp — sing Sin——.cos—
+ —
cosp + cosq = 2cosp d : cosp—zq
_ . ptq . p—q
cosp — cosq = —2sin sin——

COSEA= %(1 + cos2x) sin’x = %(1 — c0s2x)
cosa = cosb — a=b+2knr ou a=—b+ 2km

sina =sinb — a=b+2km ou a=mn—b+ 2kn

Toute forme Acos(wt— (p) peut se décomposer en une somme de sinus et cosinus sans
déphasage.




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.1000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile (None)
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 150
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 150
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e55464e1a65876863768467e5770b548c62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc666e901a554652d965874ef6768467e5770b548c52175370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ITA (Utilizzare queste impostazioni per creare documenti Adobe PDF adatti per visualizzare e stampare documenti aziendali in modo affidabile. I documenti PDF creati possono essere aperti con Acrobat e Adobe Reader 5.0 e versioni successive.)
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020be44c988b2c8c2a40020bb38c11cb97c0020c548c815c801c73cb85c0020bcf4ace00020c778c1c4d558b2940020b3700020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken waarmee zakelijke documenten betrouwbaar kunnen worden weergegeven en afgedrukt. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents suitable for reliable viewing and printing of business documents.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /FRA <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice




