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Theme 1 - Compléments d’algebre linéaire
Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C.

[S1.1] Familles quelconques de vecteurs

Soient E un K—espace vectoriel (que ’on note parfois ev), I un ensemble non
vide quelconque et (z;);er une famille de vecteurs de E.

e Famille génératrice

— On appelle combinaison linéaire des vecteurs (z;);es tout vecteur de la

forme x = Z Ajx; ou J est une partie finie de I et A; est un scalaire.
jeJ
L’ensemble de ces combinaisons linéaires est noté Vect ((x;)ier), c’est
un sous-espace vectoriel (que 'on note parfois sev) de E.
— On dit que (z;);er est une famille génératrice de E si Vect ((z;)ier) =F,
c’est-a-dire :

Vo € E,3J C I (Jfinie), 3(A\j)jes € K’ tel que z = Z)\jxj.
jeJ
e Famille libre

— On dit que (z;);cs est une famille libre de E si pour tout sous-ensemble
fini J de I, la famille finie (z;),ecs est libre, ¢’est-a-dire :

> Nzj=0 = VjeJ A =0.
jeJ
Une famille est dite liée si elle n’est pas libre.

V' Si une famille est liée, alors I'un des vecteurs de la famille est
combinaison linéaire des autres vecteurs.

e Base
— On dit qu’une famille de vecteurs de E est une base de FE si elle est libre

et génératrice de F.

— La famille des polynomes (Py)ren telle que, pour tout entier naturel k,
deg(P;) = k est une base de K[X]. On dit que la famille (Pg)ren est
échelonnée en degré.

En particulier, la famille (X*),en est une base de K[X].

v Si E est de dimension finie n et 7 = {x1,-- ,z,} une famille
de n vecteurs de E, alors :

F est une base de F < Fest libre & F est génératrice de E.
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[S1.2] Somme de sous-espaces vectoriels

P
e On note ZE’ Vensemble {21 + -+ 2 | (£1,...,2p) € By X -+ X Ep };

i=1

P
E FE; est appelé somme des sous-espaces vectoriels F;.

i=1
p

L’ensemble Z F; est un sous-espace vectoriel de E.

i=1

p
e Si, pour tout ¢ € [1,p], F; est une famille génératrice de E;, alors U F; est
i=1
P

une famille génératrice de g FE;.
i=1
p
e La somme E FE; est une somme directe si :
i=1

P p
V.’EEZEZ‘, 3!($1,...,IP)GE1X"-XEP,xZZIL’i.

i=1 i=1
La somme directe est notée : £y @ --- @ Ej,.

v' Une somme est directe si, et seulement si, la seule décomposition de
p

Og dans la somme directe est O = ZOE

i=1

e On appelle base adaptée a une somme directe £y @ - - - @ E), de sous-espaces
vectoriels, toute base de la somme directe de la forme B = (By,---,B,) ou
B, est une base de E; pour tout i € [1, p].

v' Si tous les E; sont de dimensions finies, alors :

dim (B @ --- @ Ep) = dim(E,) + - - - + dim(E,).

e Deux sous-espaces vectoriels F' et G de E sont dits supplémentaires si, et
seulement si, E est la somme directe de F et G, soit £ = F & G.

VE=F®G < E=F+G et FNG={0g}.

[S1.3] Applications linéaires

e Définitions

— Soient F et F' deux K-espaces vectoriels. Une application f : F — F
est dite linéaire si :

Y(z,y) € E?, VA€ K, f(Axz +y) =\ f(z) + f(y).
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L’ensemble de toutes les applications linéaires de E vers F' est un K-
espace vectoriel ; il est noté L(E, F).

— Soit f € L(E, F), on appelle :

x noyau de f, le sous-espace vectoriel de F :

Ker (f) ={z € E| f(z) =0},

x image de f, le sous-espace vectoriel de F :
Im(f) =f(E)={yeF[IxekE, y=[f(x)}

v Si(e1,...,en) est une base de E, alors :

Im (f) = Vect ((f(e1), .., f(en))-
— Une application linéaire f € L(FE, F) est surjective si, et seulement si,
Im(f)=F.

— Soit une application linéaire f € L(E, F'). Les propositions suivantes
sont équivalentes :

(i) f est injective;

(i) Ker(f) ={0};

(ii) Ve € E, f(z) =0 = z=0.

— On dit que f € L(E,F) est :
* une forme linéaire si F = K,
* un endomorphisme si E = F,
* un isomorphisme si f est bijective,
* un automorphisme si f est bijective et £ = F'.
e Théoréme du rang

Soit f une application linéaire d’un espace vectoriel F de dimension finie
vers un espace vectoriel F', on a :

dim F =rg f + dim(Ker f).
v Si f est une application linéaire d'un espace vectoriel E de dimension
finie n vers un espace vectoriel F' de méme dimension, alors :

f est bijectif <= f est injectif <= f est surjectif
<— dim(Ker f) =0 < rgf=n.

e Hyperplans

— Un hyperplan de E est un sous-espace vectoriel qui admet une droite
vectorielle pour supplémentaire, autrement dit :

‘H est un hyperplan <= Jec F, F =H & Ke.

v Si FE est de dimension finie n, les hyperplans de E sont les
sous-espaces vectoriels de I/ de dimension n — 1.
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— H est un hyperplan si, et seulement si, H est le noyau d’une forme
linéaire non nulle.

— Si l’on note (z1,...,x,) les coordonnées d’un vecteur = de E relatives
a une base B = (e1,...,e,), un ensemble H est un hyperplan de E si
et seulement §'il existe (ag,...,a,) € K"\ {0} tel que :

r€e€H < a1+ -+ apz, =0.

La relation ayx1 + - -+ 4+ apx, = 0 est appelée équation de ’hyperplan
relativement a la base B.

v Si les coordonnées de x € H vérifient byzy + -+ - + bz, = 0,
alors :

=D 75 0, (bl,...,bn) = )\(al,...,an).

— Si E est de dimension n et (H;);c[1,p) une famille d’hyperplans de £,

alors :
p
dim (ﬂ Hi> <n-—p.
i=1

Réciproquement, tout sous-espace de E de dimension n — p est l'inter-
section de p hyperplans.

v' Un sous-espace de E de dimension n — p est I'ensemble des
solutions d'un systeme linéaire de p équations a n inconnues.

[S1.4] Endomorphismes remarquables

¢ Homothéties vectorielles

— On appelle homothétie vectorielle de rapport k € K*, ’endomorphisme
hi de E défini par :
Vz € E, hi(z) = kz.

L’application hy vérifie les propriétés suivantes :

(i) lapplication hy, est un automorphisme de E et (hy)~! = hyy,
(i) pour tout (k,k") € (K*)2, hi o hyr = hypr.

e Projecteurs

— Soient E = F & G et x = xp 4+ x¢ la décomposition de x € E suivant
F et G; on pose :

p:x—xp et q:x— xqG.

L’application p (respectivement g) est appelée projection sur F (respec-
tivement G) parallelement & G (respectivement F').
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L’application p vérifie les propriétés suivantes :
(i) pop=np,
(i) p+q=1dg,
(iii) pog=gqop=_0r(m),
(iv) Kerp =G, Imp = Ker (q) = F.
— Réciproquement, si p est un projecteur, c’est-a-dire un endomorphisme
de E qui vérifie po p = p, alors :
(i) Imp =Ker (Idg —p);
(i) E=Imp @ Kerp;
(#ii) p est la projection sur Im p parallelement & Ker p.

— Projecteurs associés a une décomposition en somme directe
m

Si E = @ FE;etsiz=x1+ -+, est la décomposition de x suivant
i=1

les sous-espaces vectoriels E;, alors pour tout i € [1,m], Papplication :
Di X — X

est appelée projecteur sur E; parallelement a @ E;.
J#i
L’application p; vérifie les propriétés suivantes :

(%) piopi =upi,
(11) i#j = piopj =pjop;i =0,

(i) > pi =1dp,
=1

(i) Imp, = E;, Kerp, = @Ej.
J#i

e Symétries
— Soient E = F&G et x = xp+xg la décomposition de x € E suivant F' et
G. La symétrie par rapport a F parallélement a G est 'endomorphisme

s de E tel que :

s:x—=rp—xg e s=2p—Idg.
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L’application s vérifie les propriétés suivantes :

(i) s|r =1Idp (la restriction de s & F est 'application identité de F),
(i) sos=1dg,
(i) s est bijective et s71 = s.
— Réciproquement, si s est une symétrie, c’est-a-dire un endomorphisme
de E qui vérifie so s = Idg, alors :
(i) E=Ker(s—Idg) ®Ker (s +1dg);

(ii) s estlasymétrie vectorielle par rapport a Ker (s—Idg) parallelement
a Ker (s + Idg).

[S1.5] Matrices

e Matrice d’une application linéaire

— Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions respectives p et

n et de bases respectives B = (e1,...,ep,) et B = (€},...,€}).

Pour toute application linéaire f de F dans F', on a pour tout j € [1,p] :
fles) =" aies.
i=1

Si Cj est la matrice colonne des composantes du vecteur f(e;) relative-
ment & la base B’, alors :

Matg g (f) = (Ci,...,Cp)

flen)  fle2) - flep)
ai,i a1,2 Cen ai,p 6/1
/
az;i a2 .2 e az, (&
= T e May(K).
a1 Uno ... Gnp/ €

v On désigne par 0, la matrice de M,, ,(K) dont tous les co-
efficients sont nuls et I,, la matrice identité ou matrice unité de

M, (K), c’est une matrice carrée avec des 1 sur la diagonale et des
0 partout ailleurs.
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— Soient (f,g) € (C(E))? et A€ K, on a :
(i) Matg(Af +g) = AMatg(f) + Matgs(g) ;
(i1) Matg(f o g) = Matp(f) x Matg(g).
De plus, si Matg(f) = (a;;)1<ij<n €t Matg(g) = (bij)1<ij<ns
alors la matrice Matg(f) x Matg(g) = (ci,j)1<i,j<n vérifie :

V(i 5) € [Ln]?, eij =Y aikb;-

k=1

— Soit f € L(E), f est bijectif si, et seulement si, sa matrice Matg(f) est
inversible. L’ensemble des matrices inversibles est noté GL,, (K).

e Sous-espaces stables

— Soient E' un K-espace vectoriel, F' un sous-espace vectoriel de E et
feL(E).
On dit que F est stable par f si f(F) C F, c’est-a-dire :

VeeE,x e FF = f(z) € F.

Dans ce cas, 'application f|r définie par :

Vz € F, flp(z) = f(z)

est un endomorphisme de F', appelé endomorphisme induit par f sur
F.

— Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie n, F' un sous-espace
vectoriel de E de dimension p et B = (ey,...,e,) une base adaptée au
sev F, c’est-a-dire que B’ = (eq,...,¢ep) est une base de F.

Un endomorphisme f laisse stable F si, et seulement si, sa matrice dans
la base B est triangulaire supérieure par blocs, c’est-a-dire de la forme :

ou A= Matgl(f‘p) € MP(K)

vV SiE=FE&---® E,, est un K-espace vectoriel de dimension finie
et si chaque sev F; est stable par un endomorphisme f de E, alors la

matrice de f dans une base adaptée (B1,-- ,B,,) a cette somme directe
est de la forme :

A 0 0
0 A 0
0 0 A,

ol A; = Matg, (f|g,) € Maim g, (K) (i € [1,n]).
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