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����� ��
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��� ��
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�
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�
�� ��� ���
��� �� �
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��� ����
�

���

���
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�
��� ����

#� �������� 	
� �� ����
� �����
� ��
� ������ ���� x ��� �� ���� ���� |x|
�� ��"�
 ���

|x| =
{

x �
 0 ≤ x,
−x �
 x ≤ 0.

�� ������
�
�� �

����� ���
�� ��� �����
���� �� �� ����
� �����
��

����������� 	 ������ x, y ∈ R� ��	 
��
�����	 	
������	 	��� �������	�
(
	) |x| ≥ 0�
(
�) |x| = 0⇐⇒ x = 0�
(
�) |x+ y| ≤ |x|+ |y| ���������� ������
�������
(

) |xy| = |x||y|�

��������� �

�� �� �� ��	
 ��	� a > 0 �� ��	� x ∈ R�

|x| ≤ a ⇔ −a ≤ x ≤ a. �����



� �������� 	 
 ������ �� �	
���� �
���

�� �� ����	
����	 �
���
����
�� �� ���� �	���
� ��� ��	
����	�

||x| − |y|| ≤ |x− y|. �����

||x| − |y|| ≤ |x+ y|. �����

�� ������ �	��
�� ��
	 	����� ��� 
	 �
��� �������	� �	 �	������ ��	
������	�� ��� 
	� ��	���
�	�� ��
	� ��������� �������	�� �� R � ������
�
� R ��� 
	 ����� ����������	� ��
� ��
� x ∈ R� �� ������ ������� ��
x� 	���� E(x) �
 [x]� ��� ��
	��
� �����	� �� Z ������	�

E(x) ≤ x < E(x) + 1.  !�"#

������� � �� � E(12) = 0� E(−1
2) = −1� E(π) = 3 �� E(e) = 2�

��� ������ �	
����	�� �
 �������	��

���� A 
	� ������ �� R�

!� $	 ��� �
� m ∈ R ��� 
	 	�
����� �� A �� ��
� ��
� a ∈ A�
a ≤ m�

%� $	 ��� �
� m ∈ R ��� 
	 	������� �� A �� ��
� ��
� a ∈ A�
a ≥ m�

&� '	� ������ A �� R ��� ���� 	�
����  ����� 	������# �� ���� �����

	 ��(���	�  ����� ��	���	�#�

"� '	� ������ �
� ��� � �� )��� ��(���� �� ��	���� ��� ���� 
������

*�������	�� A ��� ���	�� �� �� ��
����	� �� �� ������ 
	 ���� M ��� �
�

∀a ∈ A, |a| ≤M.

��������� � �� ��� ��� m ∈ R �	� �� 
��	 �
��� ������� (
�	
� 
��	


���� �������) �� A �� �� ���� m = maxA (
�	
� m = minA) 	� m ∈ A
�� 	� m �	� �� ����
��� �� A (
�	
� �� ����
��� �� A)�



��� ������ �	
����	�� �
 �������	�� �

�������� �

�� �� A = {n ∈ Z, n2 + 1 ≤ 100}� ���	
 ���

����� ��
 ����	�
�
 �� A
�
� ���
��	����� [9,+∞[ �� 9 = maxA� ���

����� ��
 ��
�	�
�
 �� A �
�

���
��	����� ]−∞,−9] �� −9 = minA� ��

� A �
� ��	
��

�� �� A =]1,+∞[ ���	
 A 
������ ��
 �� ����	�
� �� ���

����� ��
 ��
�	�
�


�� A �
� ���
��	����� ]−∞, 1]� �
 	���	��� ��� ���
 ��� A ����� �
� �
�
���

�� ��
�	�
�
� �� 
�� ��
 �� ���
 ����� �����
�� A �
� ��
�	� ���
 
��
� ��


����	��

��������� � �� ���� A ��	 
����	 
�����	 �	 R 	� ���� MA ��	��	
��	

�	 �	� 
��������� �� �

	��	 ����	 ��
���	��	 �	 A ����� ���	��

supA �	 
��� 
	��� ���
	�� �	 MA ����� �� 	����	�

�� ���� A ��	 
����	 
�����	 �	 R 	� ���� mA ��	��	
��	 �	 �	� 
����

������ �� �

	��	 ����	 ������	��	 �	 A ����� ���	�� inf A �	 
���

����� ���
	�� �	 mA ����� �� 	����	�

	
��
��
� �

�� ��
 ��	
�
 
���	���	� �� �
��	���	� ���
� ����
 ���
��
� 
�
� �
����
�

�� �� maxA ���
�� ���	
 supA = maxA� �� � �� 
� minA ���
�� ���	


inf A = minA�

������� � �
 �

sup]−∞, 1] = sup]−∞, 1[= 1 �� inf]0, 1] = inf[0, 1] = 0.

��� �������	��
� ����

	�� ��

�
	 �
� �
�
�	����
	��
 ��
	���� �� �


���
� ���������� �	 �� �
 ���
� �
���������

�
��������� � ���� A ⊂ R� ����� M = supA �� 	� �	��	
	�� �� �

(i) 
��� ���� a ∈ A� a ≤M �

(ii) 
��� ���� ε > 0� �� 	����	 �� ���
	�� a �	 A �	� ��	 M − ε < a�

��
����	��
 (i) ������� �� �
�	 ��� M ��	 �
 �
���

	� 
���� ��� (ii)
��	 �����������
 �
	���
	���� �� �
�	 ��� supA ��	 �� ���� ��	�	 ���

�
���

	� �� A� �
 ���	� ���� 	��	 ε > 0� supA − ε 
���	 ���� �


�
���

	 �� A �� ��� ��

� (ii)�

�
��������� � ���� A ⊂ R� ����� m = inf A �� 	� �	��	
	�� �� �

(i) 
��� ���� a ∈ A� m ≤ a �

(ii) 
��� ���� ε > 0� �� 	����	 �� ���
	�� a �	 A �	� ��	 m+ ε > a�



�� �������� 	 
 ������ �� �	
���� �
���

�������	
�� (i) �
��
�� �� ��
	 ��� m ��	 �� �
�����	� ����� ��� (ii) ��	
���
�����
�� ��	����	
��� �� ��
	 ��� inf A ��	 �� ���� ����� ��� �
���

���	� �� A� �� ���	� ���� 	��	 ε > 0� inf A+ ε ����	 ���� �� �
�����	 ��

A �� ��
 ����� (ii)�

������� � ���� A =
{

2n−1
1−3n , n ∈ N∗

}
� �� ���	�
��� 	� �
���
����� �� ���
 �		��


����
�
 ��� inf A = −2
3 � �� �� ���
 ���� n ∈ N∗�

2n− 1

1− 3n
+

2

3
=

6n− 3 + 2− 6n

2(1− 3n)
=

1

2(3n− 1)
≥ 0,

���
�
2n− 1

1− 3n
≥ −2

3

���
 ���� n ∈ N∗ �� ���� (i) �� 	� �
���
����� � �
� ��
���� ��
����
 ����������

(ii)� ���� ε > 0� �	 
����� �� �
����
 �� n0 ∈ N∗ ��	 ���

−2

3
+ ε >

2n0 − 1

1− 3n0
.

����� �����	��� �
� ������	���� �

1

2(3n0 − 1)
< ε,


��� 1
3

(
1
2ε + 1

)
< n0� �
 	������
 n0 = E(13

(
1
2ε + 1

)
) + 1 ��
��� ����� �����	��� ��

��
�� �� 	� 
�	����� � �!" �� (ii) �
� ��
�����

�� 	������� ��
���	 ��	 ����
 ��� 	�������� ��� ���� 
����	��	� ��

������ ���

�������� 	 
�������� �� �
 ����� �����������
����� ����	� 
�
 �	�� 
������ �� R ��
�� �
� ���
� �����	�����

!�
	 A ��� ���	
� ��� �
�� �
����� �� R� �� ���	
� (−A) = {−a, a ∈ A}
��	 ��"���� �	 ���� ����	 ��� #���� �����
���� ������� �� $������� ��

�� ����� inf A = − sup(−A)� %� ����
	 ����� &

������
��� 	 ����� ����	� 
�
 �	�� 
	
���� �� R ��
�� �
� ���
�

	
���	�����



��� �����	 
� ��
���	 ����	 ��

���� �� �	
��
�� �� �� ����� ���
������� �� � � ���� 	����	
��� � A ����
���� ��� ���� �� �����
�� ������������ �� ���� ��� ��� ��� �� ������� ���
A ��� ��� �����

�������� � �� �������	
 ��
��

��


A =

{
x ∈ R, 0 < x ≤ 1 
�

∣∣∣∣ 1

x2 + 1
cos

(
1

ex − 1

)∣∣∣∣ ≤ 1

10

}
.

���� ������ ������
	 �
 ����	�

 � 
� ��� ��	�����	
 ���	 
���	
	 ��
 A ��

� ��


��	�
 ����	�
�	
 
� ��
 ��	�
 ����	�
�	
� ������
� ��	 ���������� �� x ∈ A� ���	�

0 < x ≤ 1� �� ������ ��
 A 
�� 
���	� 
� 
���	�� ����	��� 
����
���� ��
 A

�� ��� ���
� �	
���� x = ln

(
1 + 2

π

) � 0.49� �� � 0 < x ≤ 1 
�

∣∣∣∣ 1

x2 + 1
cos

(
1

ex − 1

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

1

(ln
(
1 + 2

π )
2 + 1

) cos(π/2)
∣∣∣∣∣ = 0 ≤ 1

10


� ���� ln
(
1 + 2

π

) ∈ A� �����
���� �
 ����	�

 � 
� ��� ��	�����	
 ����	
��

��
 ���
��
 �
 inf A 
� supA� !
 ������ 
 ������
 �
 supA 
� inf A 
�� ��"���
�

��� �����	 
� ��
���	 ����	

����� �����	�
��

��������� � ��� ����� �	�� R ��� ��� 	

���	��
� ��� 	��
��� � �
��

������ n ≥ n0 �� ���� ���
� �
���	 un� ��� ����� ����� ���	 �
��� (un)n≥n0

�� un0 ��� 	

��� �� 
������ ����� �� �	 ������

!�� 	
���	 �
��������
�	 �� ��� 	
���	 ������
��
�	 ���� ���
�������� �������� �� ������ �
���� "�� ����� (un)n≥0 ��� ���� ����	�
#
����� �� ������ a ∈ R ��

∀n ∈ N, un+1 = un + a.

��  ���� ��������� �� �
���� ��� �
 ����� � ��� ���� ���� n ≥ 0�

un = u0 + na.

!� ����� ��� n+1 �������� ������ �$��� ����� ����	�
����� ��� ����
�
���

n∑
p=0

up = (n+ 1)u0 + a
n(n+ 1)

2
. %��&'



�� �������� 	 
 ������ �� �	
���� �
���

�� ����	
��	
��
n∑

k=1

k =
n(n+ 1)

2
. �����

��
 ��	�
 (un)n≥0 
�� �	�
 �������	��
 �
 ��	��� q ∈ R �	

∀n ∈ N, un+1 = qun.

�
 

��
 �
���	��� �� ����	� ��� ��
���
�

 ��
� ���� ���� n ≥ 0�

un = u0q
n. �����

�� � �� ������
� ���� q �= 1�

n∑
p=0

qp = 1 + q + . . .+ qn =
1− qn+1

1− q
. �����

��
 
������
�

 	����	��
 �
 

��
 ������
 
�� �� ������
 ���
��
 ��	 
!���
 "

an − bn = (a− b)(an−1 + ban−2 + . . .+ bn−2a+ bn−1), ���#�

�$ a, b ∈ R 
� n ∈ N∗�
%��� ������ ��	��
���� ����
��
� ��
 �	��
 �
 ��&�	�	��� �
���	!
� ��'

��	�
� ��
��
��
• ��
 ��	�
 (un)n≥n0 
�� �	�
 ��(���
 �)	� 
'	��
 �� ��
� M ∈ R �
�

��
� ���� ���� n ≥ n0� un ≤M �
• ��
 ��	�
 (un)n≥n0 
�� �	�
 �	����
 �)	� 
'	��
 �� ��
� m ∈ R �
� ��


���� ���� n ≥ n0� un ≥ m�
• ��
 ��	�
 ��	 
�� * �� ��	� ��(���
 
� �	����
 
�� �	�
 +����
 
�




	 ���	!��� * �)
'	��
�

 �
 M > 0 �
� ��
� ���� ���� n ≥ n0�
|un| ≤M �

• ��
 ��	�
 (un)n≥n0 
�� �	�
 
��	�����
 �	 ���� ���� n ≥ n0� un ≤
un+1�

• ��
 ��	�
 (un)n≥n0 
�� �	�
 ���	
�
�
�� 
��	�����
 �	 ���� ���� n ≥
n0� un < un+1�

• ��
 ��	�
 (un)n≥n0 
�� �	�
 ��
��	�����
 �	 ���� ���� n ≥ n0� un ≥
un+1�

• ��
 ��	�
 (un)n≥n0 
�� �	�
 ���	
�
�
�� ��
��	�����
 �	 ���� ����
n ≥ n0� un > un+1�



��� �����	 
� ��
���	 ����	 ��

��� ���	� 
�� ��	 ���	 �
������	�� ���	 ���
������	�� ��	 ��	� ����	����

�������� �

�� �� ����	 (un)n≥0 
��
�	 ��� un = n2

n2+1
	�� ���
�	� �
 	�	�� ���� ����

n ∈ N� �
 � |un| ≤ 1�

�� �� ����	 (un)n≥1 
��
�	 ��� un = ln(n) 	�� ��
���	 ��� 0 ���� 
�	�� ���

������	�

�� �� ����	 (un)n≥0 
��
�	 ��� un = e−n 	�� ��
���	 ��� 0 	� 	��	 	�� ������	

��� 1�

�� �� ����	 (un)n≥1 
��
�	 ��� un = 1
n 	�� ������	�	
� 
��������
�	� �
 	�	��

���� ���� n ∈ N∗� �
 �

un+1 − un =
1

n+ 1
− 1

n
=

−1
n(n+ 1)

< 0.

�� �� ����	 (un)n≥0 
��
�	 ��� un = en
2
	�� ������	�	
� �������
�	� �
 	�	��

���� ���� n ∈ N� n2 < (n + 1)2 	� ������	 �� ��
����
 	 ��
	
��	��	 	��

������	�	
� �������
�	� �
 � en
2
< e(n+1)2 	� 
�
� un < un+1�

!� �� ����	 (un)n≥1 
��
�	 ��� un = (−1)n
n 
�	�� 
� �������
�	 
� 
��������
�	�

�
 	�	�� u1 < u2 	� u2 > u3�

����� �����	
���� �� 
���	
���� 
���� �����

��������� � �� ��� ��� (un)n≥n0 �	� 
����
����� 	��� ���	�� � ∈ R ���

���

∀ε > 0 ∃N ≥ n0 ��� ��� ∀n ≥ N, �− ε ≤ un ≤ �+ ε. ������

��� 	���� ��� ���	� ��	 
����
����� �	� ���� ����
������

�� 
���	��� ������ ��	 �
�������	�� ����
�� ������ �

∀ε > 0 ∃N ≥ n0 	�� 
�� ∀n ≥ N |un − �| ≤ ε. ������

�� �����
����� ���	 �����
���
 �� �����	 
����� ���	� �����
�� ��
�
� �� ���
 	��	 ��	�
����� ����
	 ���	
� �� � ������ ��	�	 ���	 ��� �� ����	�
�� 
��� � ��
	�
 ��
��� 	��� ��� 	�
��� �� �� ���	� ���	 ���� ��		� ��	�
 
������ !���� ���� 
���� ���	���	� ������	 "	
� ��� ���� ���� ��	�
������
���#���	�� ��� ���	� �� ���	 ��� �����
��
 ��
� ���� 
���� ��$�
��	��



�� �������� 	 
 ������ �� �	
���� �
���

����������� 	 �� (un)n≥n0 ������	� ���
 �1 �� �2 �
��
 �1 = �2�

�� (un)n≥n0 ����	
�	 �	
� �
 �� ���	
�

lim
n−→+∞

un = �.

���������	��	 �������	 	�� ����	��	 �

lim
n−→+∞

un = � ⇔ lim
n−→+∞

|un − �| = 0. ������

������� � �������� ��	

lim
n−→+∞

1

n
= 0. ������


��� ε > 0� 
�	������ �� ���� N �	� ��	 ���� ���� n ≥ N �
1

n
≤ ε. 
	��	 ���������

	�� �������	��	 �
1

ε
≤ n� ��	���� N = E(1ε ) + 1� ������� ������ N ≥ 1

ε 	� �����

1
N ≤ ε. ����� ���� ���� n ≥ N �

1

n
≤ 1

N
≤ ε.


	��  ����	 ����!��

����������� 
 ������ (un)n≥n0 �� (vn)n≥n0 ���� 
����
 ���

�
 ��

�
 ���

lim
n−→+∞

un = �1 �� lim
n−→+∞

vn = �2.

���� a ∈ R� �
��
� �� � �

(i) lim
n−→+∞

(un + vn) = �1 + �2,

(ii) lim
n−→+∞

(unvn) = �1�2,

(iii) lim
n−→+∞

(aun) = a�1,

(iv) 
�� ���� ���� n ≥ n0� vn �= 0 �� �2 �= 0� �
��
 lim
n−→+∞

un

vn
=

�1
�2
.
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	������ ������ �	
�	��	�� �	 ������	
 �	� �����	�
�	 �����	�
� ����	��

������� � 
�������� �� �� ��	 "	 �� ����	 un = 2n+1
n+1 � #� �

2n+ 1

n+ 1
=

n(2 + 1
n)

n(1 + 1
n)

=
2 + 1

n

1 + 1
n

.


