Année 2009 Epreuve A

Si au cours de [’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur
d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les
ratsons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

L’usage d’une calculatrice est interdit pour cette épreuve.

Les problemes I et II sont indépendants.

Probléme 1

(E,+,.) désigne un espace vectoriel réel de dimension 3, B = (&7, &3, 3) désigne

une base de E.

1 1 1
Considérons ’endomorphisme u de E défini par : Mat (u, B) = 3 1 1 -1/,
4 —4 =2

matrice que nous noterons A dans tout le probleme.

1) Diagonalisation de u

a) Déterminer les valeurs propres de .

Ce résultat suffit-il a assurer la diagonalisabilité de u? Votre réponse sera
Justifiée.

b) Pour chaque valeur propre de u, déterminer une base du sous-espace propre
associé.

c) En déduire que u est diagonalisable.

— > —»

d) Déterminer une base B’ = (e’l, ey, eé) de E telle que la matrice de u dans
-2 0 0

cette nouvelle base B’ soit [ 0 1 0
0 0 1

2) Recherche des « racines carrées » de u

a) On suppose qu'il existe un endomorphisme v de E tel que : vov = u.
i) Montrer que : uov =vou.

— — -\
ii) Montrer que : u <v (ei)) =—2v (e'l). En déduire que v (e'l) et €] sont

colinéaires, puis que €] est un vecteur propre de v.
iii) @ désigne un vecteur propre de u associé & la valeur propre 1.
Montrer que : u (v (Z’)) = v (@), puis en déduire que v (Z’) appartient &
Vect (6’2, eé).
iv) En déduire qu'il existe des réels a,x,y, z,t tels que 'on ait ’égalité :
a 0 0
Mat(v,BY=10 =z vy
0 =z t
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v) Montrer que : (Mat (v, 8'))* = Mat (u, B'), et en déduire que : a2 = —2.
b) Existe-t-il des endomorphismes v de E tels que vov = u? Votre réponse
sera justifiée.

3) Construction d’une base de F dans laquelle la matrice de u est de
diagonale nulle

Nous constatons que la somme des éléments diagonaux de A est nulle, et nous nous
proposons de montrer que A est semblable a une matrice dont tous les éléments
diagonaux sont nuls.

a) Mettons en place notre premier changement de base.

i) Montrer que la famille (&7, u (&7)) est libre.

ii) Montrer quun vecteur 7’ de composantes (a,b,c) dans la base B
appartient & Vect (&7, u (&7)) si, et seulement si : 4b — ¢ = 0.
En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que la famille

(e7,u (&7), ') soit une base de FE.

Dans la suite du probleme, (z est le vecteur de composantes (1,1,1) dans
la base B, B" est la famille (e?,u(@),e?).
iii) Justifier que B” est une base de E.

iv) Ecrire la matrice de passage P de B 4 B” et calculer P~
Calculer alors la matrice de u dans la base B”.

0 a p
La matrice obtenue est de la forme | 1 ~ 6 |, a,B,7,0,\,u réels, et
0 N u

sera notée dans la suite du probléeme A”.

b) Considérons la base canonique de R? notée C = ((1,0), (0,1)), et considérons
I’endomorphisme f de R? défini par :

Mat(f,C) = (” 5),

A p

les valeurs de 7, d, \, u sont celles calculées a la question précédente.

i) Montrer que la famille C’ = ((0,1), f((0,1))) est une base de R?, et écrire
la matrice de passage de C a C’.
ii) Calculer alors la matrice de f dans cette nouvelle base C'.

: . . b
¢) En notant la matrice de passage de C & C’ de la fagon suivante : CCL d)’

a, b, c,d réels calculés précédemment, définissons alors la matrice R par :

R=

o O =
o 8 O
QL o O

i) Montrer que R est inversible et calculer R™1.
ii) Calculer R"'A”R.

d) En déduire que A est semblable a une matrice dont les éléments diagonaux
sont tous nuls.
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Probleme II : Développement asymptotique d’une somme de Riemnann.

f étant une fonction continue sur le segment [0, 1] & valeurs réelles, nous noterons

1=, [k
pour tout entier naturel non nul n : S, (f) = —Z f (—)
ni<T \n

Quelle est la limite de la suite (S, (f))? Aucune démonstration n'est attendue.

1) Application

n—1

1
Considérons la suite u définie par : Vn € N*, u,, = Z » et la suite v définie
P k+n
2n—1 1
:Vn € N*, = .
par : Vn Un ];L T

a) Ecrire un algorithme qui, pour un entier naturel non nul n donné, calcule
la valeur de u,,.

b) Montrer que la suite u est convergente et préciser sa limite.

c) Montrer que pour tout entier naturel non nul n : v, + Eun = Uy

1
d) Montrer alors que la suite v converge vers 3 In (2).

2) Développement asymptotique d’une somme de Riemann

Dans cette partie, f désigne une fonction de classe C*° sur le segment [0, 1] et &
valeurs réelles.

a) Justifier 'existence d’un réel positif M tel que : Vz € [0,1], | O (z) | <M.

b) Soit n un entier naturel non nul, k£ un entier naturel compris au sens large

k k+1
entre 0 et n — 1, t un réel appartenant a [—7 + } .
n n

i) A Taide de la formule de Taylor-Lagrange appliquée a la fonction f de

k
classe C3 sur l'intervalle [—7 t} , montrer que :
n

-5 (2)- -5 ()42 7 ()] 502

ii) ¢ étant un entier naturel non nul, quelle est la primitive sur R de

KN k
t—— [t—— ) quis’annule en — 7
n n

iii) Par intégration entre — et
n n

kt1/n 1., [k 1 ., [k 1 ., [k
\(/W f@df)‘ﬁf ()2 () -5 (3)

c) n désigne un entier naturel non nul.

» montrer que :

= 2Upd
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En sommant les inégalités obtenues en 2) b) iii), montrer que :

[ rwar- s 5

d) Définissons la suite (g,) par :

2n 6n? 0

1
Vn € N*, ¢, = n? (Sn(f) + iSn(f’) + LSn(f”) — [ f@®) dt) :

Montrer que la suite (g,,) converge vers 0 et que :
* 1 1)
e) Justifier 'existence de deux suites (g],) et (g//) de limite nulle telles que :

Vn € N*, /f dt——S (f") + —”

et :
1

Vn € N*, Sn(f”):/ () de+ ).

0

f) En déduire l'existence d’une suite (6,,) de limite nulle telle que :

Vn € N*, /f dt——/f dt+12 2/f” dt+_

Nous venons de prouver le résultat suivant :

1 1 1 . 1 1 , 1
:/0 f(t)dt_%/o J)di+ 12n2/0 frydi+ o (ﬁ)

3) Application
Les suites u et v ont été définies a la question 1).

a) Montrer qu'’il existe une suite (a,,) de limite nulle telle que :

1 1
N* wu, =In(2)+ — —
vn e N, u ()+4n+16n2+n2

b) En déduire un équivalent simple de u,, — In (2) au voisinage de +oc.
In (2) 1

2 n—;:-oo 64n2
d) Comparer la rapidité de convergence des suites u et v.

c) Montrer que : v,, —

FIN
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Corrigé

Rapport du jury

Dans I'ensemble, les candidats ayant eu le temps de traiter en pro-
fondeur les deux problemes sont rares, mais en traiter un seul trés
bien suffisait a assurer une trés bonne note. Beaucoup de copies
sont pénalisées par une absence de rigueur dans le raisonnement
mathématique et un net manque de compréhension de la nature des
objets manipulés.

Lorsque le résultat est donné (ce qui était le cas de beaucoup de
questions), il est attendu une explication claire de ce résultat : il ne
faut surtout pas se contenter d'une ou deux lignes donnant ce résultat
sans aucune justification. De méme, il est inutile de bluffer le correcteur
et de forcer les calculs afin d'arriver au résultat attendu si on ne sait
pas le faire.

Si dans |'ensemble les copies sont propres, rappelons que mettre
en valeur le résultat et aérer les copies ne peut qu'aider a sa
compréhension. Enfin, déplorons le fait que I'orthographe soit trop
souvent négligée, voire carrément délaissée.

Probléme 1

Rapport du jury

Ce probleme d'algebre visait a prouver dans le cas d'une matrice
3 x 3 donnée le résultat général qui affirme qu’'une matrice carrée
de trace nulle est semblable a une matrice dont les coefficients
diagonaux sont nuls. Somme toute assez classique, sa difficulté résidait
essentiellement dans sa longueur et dans les nombreux calculs. Si les
calculs matriciels demandent beaucoup de temps, le baréme en tient
évidemment compte. Si la partie 1 était tres classique et a globalement
bien été traitée (a part les erreurs de calcul), la partie 2 était moins
classique et a dérouté bon nombre de candidats. Dans la partie 3, il
était attendu des candidats d'avoir calculé précédemment les valeurs
exactes de «, (3, 7, 0, A, 4.

Pour des raisons de simplicité d’écriture, tous les vecteurs seront notés sans fleche.

1) Diagonalisation de u

Rapport du jury

Cette partie était ultra-classique et a globalement été bien traitée,
malgré de fréquentes erreurs de calcul. Il fallait toutefois penser a
prendre en compte le 1/2 dans la matrice A. Certains candidats ont
d'ailleurs pensé a faire le calcul pour 2A et a diviser les valeurs propres
par 2 apres (ce qu'il faut tout de méme justifier).

Année 2009
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Rapport du jury

A moins d'étre absolument siir de ses calculs, mieux vaut vérifier au
brouillon que les vecteurs propres obtenus en sont bien, cela éviterait
de nombreuses erreurs. Comme il n'y avait que deux valeurs propres
pour un espace de dimension 3, le fait de vérifier que 1 et —2 étaient
valeurs propres ne suffisait pas pour conclure, il fallait absolument faire
le calcul. Dans la méthode du pivot il faut absolument écrire clairement
les opérations effectuées et s'assurer que celles-ci sont licites. Enfin,
dans la derniere question |'argument clé était qu'on obtenait bien une
base de E par juxtaposition de bases des sous-espaces propres.

a) Soit A € R.
Etudions le systeme (Sy) représenté matriciellement par :

T
(A=X) |y | =0.

z

Le systeme (S)) est successivement équivalent aux systémes suivants :

(1-2\)z + y + 2 = 0
+ (1-2\Ny - z = 0
~ 4y — 204Nz = 0
x + (1-2\Ny - z = 0 Ly+— Lo
(1-2\)z + y + 2 = 0
4z — 4y - 21+XN)z = 0
x + (1—-2N\)y - z = 0
1-1-2)3)y + (Q+(1-2\)z = 0 Ly<+— Ly— (1 -2\,
(=4—4(1-2\)y + (=21+AN)+4)z = 0 Ls«— L3—4L,
x + (1-2\N)y - z =0
AIAN1-=Ny + 201-XNz = 0
8A—-1)y + 2(1—-XNz = 0
x + (1-2X\)y — z = 0
4)\(1 - ANy + 2(1-XN)z = 0
x — z + (1—-2N\)y = 0
20 —-XN)z + AN1 =Ny = 0
A=1)@8+4N)y = 0

Le systeme triangulaire ci-dessus n’est pas de Cramer si et seulement si I'un de
ses coefficients diagonaux est nul.
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Bref, le systeme (S)) n’est pas de Cramer si et seulement si (A—1)(8+4\) = 0.
En résumé, |Sp (u) = {—2,1} |

Le candidat qui a lu des le départ la question d) a déja ce résultat en téte.

Comme u est un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension 3 et comme

u possede 2 valeurs propres distinctes, | on ne peut pas savoir immédiatement si u

est diagonalisable |.

b) e Etudions E_y(u).

On a:
xep +yes + zes € E_o(u) < {m B 622 t 254yy i 8
= z=4yet x=2—5y=—y.
Ainsi, en posant : [e] = —e; +e2 +4eg |, on a: E_o(u) = Vect (¢}).

Comme €] n’est pas le vecteur nul, on peut donc dire que (€}) est une base de
E_g(u).
Par conséquent, on obtient : dim F_o(u) = 1.
e Etudions F (u).
On a:
t=ze1 +yes +z2e3€ Ei(u) <=z —2—y=0
= t=vy(e1 +e2) + z(e1 + e3).

Ainsi, en posant : [e}, =e; + ez et ef =e; +e3|, on a: Ei(u) = Vect (€5, €f).

Comme les vecteurs e}, et e4 ne sont pas colinéaires, on peut donc dire que
(€}, %) est une base de Fj(u).
Par conséquent, on obtient : dim E4(u) = 2.

Il est important de se rappeler que I'on travaille ici dans un espace E de
dimension 3 dont une base est B = (ey,eq,e3). Tout vecteur t de E s'écrit
donc comme une combinaison linéaire de eg, es et e3.

Il faut donc étre vigilant et ne pas aller trop vite car on risque sinon de travailler
dans R3.

c) D’apres ce qui précede, on a :
Z dim Fy(u) =3 =dim E.
AESP (u)

Par conséquent, u est diagonalisable.

d) En juxtaposant les deux bases des deux sous-espaces propres obtenues a la
question 1) b), on obtient une base de vecteurs propres de u. Plus précisément,
posons B’ = (€], €5, e5).

Comme u(e)) = —2¢), u(ehy) = €} et u(ef) = €4, la matrice de u dans la base
B’ est bien la matrice diagonale :

-2
0
0

S = O
_ o O
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2) Recherche des «racines carrées) de u

a) i) L’associativité de la composition conduit & :

uov=(vov)ov=vo(vowv)=wvou.

Rapport du jury

Probablement la question la plus traitée du probleme, la plupart du
temps de maniére correcte. Toutefois, quelques candidats évoquent la
commutativité de la loi de composition alors qu'il s’'agissait ici de son
associativité.

ii) La commutativité de u et de v qui vient d’étre prouvée permet d’écrire :

Mais comme €] est un vecteur propre de u associé a la valeur propre —2,
on a : u(e}) = —2e].
Par conséquent, il vient :

u(v(e})) = v(—2€}) = —2v(ey).

Ceci montre que v(e)) appartient & E_o(u).
Or, d’apres la question 1) b), on sait que (e}) est une base de E_5(u). Par
conséquent, il existe a € R tel que :

v(e}) = aej.

Cette égalité montre bien que v(e}) et €} sont colinéaires.
De plus, comme €] n’est pas le vecteur nul, cette égalité montre aussi que
e} est un vecteur propre de v, associé ici a la valeur propre a.

Rapport du jury

Sachant qu'il existait \ tel que v <e’1> = \e} il fallait justifier que €}

était non nul, \ pouvait &tre nul (0 peut étre valeur propre).

iii) La commutativité de u et de v permet d’écrire :

Or, x est un vecteur propre de u associé a la valeur propre 1 donc on a :
u(zx) = .

Ainsi, il vient :
u(v(z)) = v().

Cette égalité montre donc que v(x) appartient a Ej(u).
Or, on a vu a la question 1) b) que E7(u) = Vect (€5, €%).
Finalement, v(x) appartient bien a Vect (¢}, e5).
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