Avant-propos

Michelson en 1881, Michelson et Morley en 1887 montrérent la constance
de la vitesse de la lumiére ¢ dans le vide quelle que soit la vitesse du milieu
par rapport a I'observateur. Le résultat fut confirmé & maintes reprises par
la suite, seule la précision des mesures due a I'amélioration des techniques
progressa. Michelson avait donné ¢=299 796 & + 4 km/sec prés : en 1972 on
obtint

=299 792 458.7 a + 1.1 m/sec prés

La "17°¢ Conférence Générale pour les Poids et Mesures" décida en 1983 :
«Le meétre est la longueur du trajet parcouru dans le vide par la lumiére
pendant une durée de 1/299 792 458 de secondey, alors que Michelson avait
proposé depuis longtemps d’utiliser des interférométres optiques pour me-
surer les longueurs...

Dans son article "Sur I’électrodynamique des corps en mouvement", Ein-
stein en 19os montra l'invariance des équations de Maxwell dans un change-
ment de repéres, en supposant que la vitesse de la lumiére est la méme dans
chaque repére, lorsque le changement est donné par une transformation de
Lorentz. Il en déduisit la notion de temps propre pour un observateur gali-
léen et 'intervention de la forme de Minkowski structurant I’espace-temps :
ce fut 'arrivée de la relativité.

Au début de 'ouvrage nous reprenons cette démarche en la complétant
par des interprétations cinématiques et géométriques. En effet 'invariance
des équations de Maxwell, en passant d’un repére a ’autre, montre que les
champs électrique et magnétique sont dans les parties spatiales des repéres.
Les origines des repéres coincidant aux instants initiaux, chacun d’eux est
un observateur galiléen de droite d’univers définie par ’axe temporel du re-
pére paramétré par le temps propre. L’espace défini par la partie spatiale du
repére est ’espace propre de 'observateur : il est le siege des phénoménes le
concernant, en particulier s’y trouvent les champs électrique et magnétique,
effets du champ électromagnétique pour cet observateur.

Ce point de vue permet d’aborder aisément dans le deuxiéme chapitre
la relativité restreinte, avec les outils géométriques usuels (calcul vectoriel,
algebre linéaire) : éclaircissement des paradoxes classiques, précisions quant
a la composition des vitesses...

Des exemples classiques sont repris avec ce point de vue, traités plus
simplement et plus complétement que par des changements de coordonnées.

Dans cette approche vectorielle le centre de masse est défini clairement
en introduisant la notion de masse apparente pour un observateur. En outre
les collisions et annihilations sont étudiées naturellement.

En électromagnétisme le champ électrique créé par une particule en mou-
vement s’étudie facilement en passant d’'un observateur a l’autre, et le mou-



vement d’une particule chargée se résout en unifiant les divers cas possibles.
Géométriquement, la force de Minkowski est fonction linéaire de la quadri-
vitesse qui lui est orthogonale pour la forme de Minkowski.

On poursuit par I’étude du groupe de Lorentz et de son algebre de Lie;
il se trouve que le champ électromagnétique correspond & un élément de
cette algebre.

Les propriétés du groupe spécial de Lorentz sont accessibles par 1’al-
gebre de Pauli représentant commodément 1'algébre de Clifford Cl; 3. Par
exemple, on obtient aisément les éléments d’une rotation de Thomas par la
méme démarche que celle qui précise axe et angle d’un produit de rotations
par le vecteur d’Olinde Rodrigues.

On rencontre fréquemment dans des ouvrages une matrice fonction d’une
autre, comme en [1, 7, 9, 14|, et 'on en a vu l'intérét dans des questions
précédentes. Il a semblé utile d’indiquer en annexe une méthode générale a
partir de ’algébre engendrée par la matrice.

Dans une deuxiéme annexe les quaternions, signalés lors de la présen-
tation de I’algébre de Pauli, sont rapidement étudiés dans des applications
géométriques et cinématiques.

Puis on propose un rapprochement entre 1’algébre de Pauli et les spi-
neurs d’Elie Cartan.

Cet ouvrage s’adresse aux étudiants en Physique et en Mathématiques;
il rétablit une passerelle entre ces deux disciplines en illustrant l'intérét de
la géométrie, au confluent de l'algébre et de l'analyse. Les connaissances
mathématiques utilisées sont trés simples et usuelles dans les années de Li-
cence et de Master. L’emploi des formes différentielles est éclairant & propos
des équations de Maxwell dans la premiére partie du premier chapitre, dont
on peut admettre le résultat pour la suite.

Au cours de divers séminaires & Besancon puis & Caen, les réflexions et
les questions pertinentes de plusieurs collégues m’ont été précieuses. Parmi
eux, je remercie Michel Weil, Michel Langlois, Guy Laville et son équipe,
Claude Longuemare.

Rappelons I'importance de la recherche fondamentale, essentielle, qui a
permis le développement du GPS, application de la Relativité illustrant la
constance de la vitesse de la lumiére!.

Je remercie le Professeur Hladik et Madame Corinne Baud des Editions
Ellipses pour leur accueil. Un remerciement particulier a mon épouse Josiane
pour son précieux soutien.

LCédric Foellmi : "Sans théorie de la relativité, pas de GPS. Lettre ouverte d’un jeune
astronome & Monsieur le Président de la République", parue dans I’édition du 4 novembre
2007 du journal L£eMNlonde.



Chapitre 1
De Maxwell a Minkowski

L’emploi des formes différentielles permet une étude aisée des équations
de Maxwell (par exemple 'intervention du quadrivecteur potentiel et les
ondes planes) et conduit a leur invariance par le groupe de Lorentz, d’ou
naturellement I'espace de Minkowski et la cinématique relativiste ot temps
et espace sont propres a l'observateur : champs électrique et magnétique
qui expriment le champ électromagnétique pour cet observateur se trouvent
dans cet espace ou se situent les phénomeénes 'intéressant.

1.1 Equations de Maxwell et formes différen-
tielles

1.1.1 Equations de Maxwell

Les équations de Maxwell s’écrivent

_)
B

ot B4 98 0, divB =0 (1.1)
ot

rot B — aa—? =477 ,divE =4mp (1.2)

ol E et B désignent les champs électrique et magnétique supposés fonc-
tions de classe C! du temps t et de l'espace, p et 7 les densité de charge
et de courant électrique, la vitesse de la lumiére étant 1, selon les unités.
Il est commode de faire intervenir les formes différentielles d’ordre deux!.
Convenons que dans R x FEj3 l'espace euclidien E3 soit muni d’une base
orthonormée directe (7, j, k) et posons

Ql(ﬁ) = erdx + eady + esdz , Qg(ﬁ) =e1dy N dz + eadz N\ dx + esdx A dy

Lef Harley Flanders Differential Forms whith Applications to the Physical Sciences,
Dover 1989
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(e1,e9,6€3) Etant les composantes de E dans cette base , et définissons de
méme Ql(ﬁ) et Qg( ). Or les expressions des différentielles extérieures des
formes précédentes s’interprétent en termes de rotationnel et divergence des
champs de vecteurs avec les propriétés de la différentielle extérieure, selon

A0 (E) = Dot E) +dtml(a§) (1.3)
d0y(E) = dlvﬁdx/\dyAdz—kdt/\Qg(a;) (1.4)

On obtient des relations analogues en substituant BaE.
Considérons les deux formes de degré deux

S=0(B) - dtAW(E), S=0E)+ dtAQ(B)
Un calcul direct, compte tenu de (1.1) et (1.2), montre que

AdY =0, dS = 47Q5(p) — dwdt A Qs(T) avec Q3(p) = pdx Ady A dz
(1.5)
qui sont des relations équivalentes a (1.1) et (1.2).
Munissons E4 = R x E3 de la structure naturelle d’espace vectoriel pro-
duit ; pour simplifier les écritures identifions {0} x E3 a E3 et posons
7=(1,0,0,0) : ainsi (T,;,j, E) est une base de Ey.

Quadripotentiel

La forme différentielle fermée > est localergent exacte :
= d( —Vdt + Ql(A)>.
—V est le potentiel scalaire, A le potentiel vecteur? (& valeurs dans E3) et
—)
—V7 4+ A le quadripotentiel. Il permet d’exprimer les ch_a)mps - de

— A —
d( —Vdt + Ql(A)> — O (grad V) Adt + dt A Ql(%—t) + Qu(rot &)

on déduit
é

B = 1otA, ﬁ:_mv_@a_fj (1.6)

Explicitons d> a laide du quadripotentiel et en tenant compte de (1.5),
puisque
OF

> —i—divfdx/\dy/\dz
on en déduit
, ~ OE -
47rp:dlvﬁ, A J = —E—l—ro‘cB
puis
— 2—>

A
drp = —AV — div aa ArY = @

8752 + rot (rot K)

2selon les conventions usuelles.
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ot AV est le laplacien de V (dans E3). En notant A =i+ asj + asj, la
. — . .
premiére composante de rot (rot A) est (0;,0;; étant les dérivées partielles
d’ordre un et deux par rapport a z* et z*, x7)
Oy(01az — Oaa1) — O3(0say — Oraz) = Oi2ag + O13a3 — (Oxa1 + O33a1)
soit
_()811&1 + am@i 813a;3l>—_(>811a1 + Oyza1 + O33a1)
d’ou rot (rot A) = graddiv A — AA. T sécrit
0*A oV
AT = < 52 AK) + graa <E + div K)

Or sans changer ¥ on peut ajouter a —Vdt + QI(K) la différentielle
d’une fonction ¢ (car d*¢ est nulle) et remplacer (K V) par

<A1 - A +@¢7 Vi — gf)

Précisons ¢ de sorte que 8_t1 + div Kl =0 (condition de jauge) soit :

ov 0?2 oV
5 gb%—dlvA—|—Agzﬁ—00uencore Dgzﬁza—i-divx
en faisant intervenir le d’Alembertien de ¢.
. . . —
Avec ce choix du quadripotentiel, p et J sont donnés en séparant po-

tentiel scalaire et potentiel vecteur par
dmp =0V, AT —DAl

Remarque. Puisque d23. est nulle, les charges vérifient selon (1.5)

0
a_i dt Adz Ady Adz —dt AdQy(T) =0 ou encore
% 1 divJ =0: cest la conservation de la charge.

1.1.2 Ondes planes

Supposons le champ électromagnétique sans charges extérieures, et vé-
rifions que ce champ peut exister avec champ électrique et magnétique de
directions constantes (au signe prés!), c’est a dire de la forme ou 4 et ¥ sont
des vecteurs unitaires fixes, et h et k des fonctions de classe C?

E=ci, B=0bi.
Ainsi X = Qs (V) — edt A Q(0), X = eQa(w) + bdt N Q4 (7).
Leurs différentielles extérieures étant nulles

?dmszg( 5) 4+ Q1 (grad b) A Qu(7) — Qu(grad e) Adt A Qi) = 0
de

adt/\Qz( @) + Qi (grad e) A Qu(@) + Q (grad b) Adt AQu(T) = 0
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soit en séparant les termes en dt des autres

%ﬂmm(@i) Q@) = 0, Qulgradb) A Q) = 0
%QQ g—(ib /\Q = , ﬁ /\QQ =0

Ainsi puisque Q1 (X) A2 (Y) = (X AY), (X)) AQ(X) =03(X-Y)

0b
aﬁ—i—graae/\ﬁ:() , gra?ib-ﬁz()

0
8—:ﬁ—graab/\17:0 , graae-ﬂ’:O

On en déduit, par multiplication scalaire et vectorielle de ces relations res-
pectivement par u et ¥, en excluant les champs constants :

- de , ob ,
i v=0,gradb = av/\u, grade = av/\u.
En complétant (i, ) par @ de sorte que (@, ¥, w) soit une base orthonor-

mée directe de E3, en y notant x’, y’, z’ les composantes d’un vecteur, les
relations précédentes s’écrivent

OpbU+ 0ybU + 0,00 = —Oew
Opet+ Oyet+ Oyedd = —0bw

soit 0yb = 0yb=0pe=0,e=0, 0,b= —&ge et 0ye = —0Ob.
Ainsi e et b ne dépendent que de t et 2’ et vérifient
Opze — 02 e = 0,020 — 0? ~20 =0 : leur d’Alembertien est nul.

On en déduit que e est de la forme e = f(t — 2') + g(t + 2’). Et avec
Ob = —0,e,0,b=—0e : b= f(t—2")—g(t+2) (a priori s’introduit pour
b, & partir de e, une constante a et il suffit de remplacer f par f —a/2 et
g par g + a/2 pour obtenir les expressions précédentes de e et b a partir de
deux fonctions seulement — sans constante dans ’expression de b).

F et G étant deux primitives de f et g on vérifie immédiatement
E:dkF@—zQ+G@+ZDm4

d’on le quadripotentiel : V=0, A = [F(t -2+ G(t+ z’)} i, et la condition
de jauge est satisfaite.

Propagations. On peut considérer I'onde trouvée comme somme de
deux ondes, la linéarité des équations permettant d’envisager leur superpo-
sition :

e l'une correspondant & e = b= f(t — 2/),
e lautre & e = —bg(t + 2/).
La premiére se propage selon 77 = «f a la vitesse de la lumiére (onde
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progressive) car son état en (¢, 2',1y/,2') est en (t + At, 2/, y, 2 + v- At) ssi
v=1; ona_B>:ﬁ/\§, et le champ est singulier : ﬁQ :§2, E-B=0.
Pratiquement on prend e = b = f(wt — € 7), w étant la pulsation et
€ = wii le vecteur propagation de l’'onde, et f = acos (ou sin) pour une onde
sinusoidale monochromatique.
De maniére analogue on voit que la seconde se propage selon 77 = —,

a la vitesse de la lumiére (onde régressive) et on a toujours B=iAE.

1.2 Groupe de Lorentz

Que deviennent les équations de Maxwell dans un changement de base
de IR x E3? Il est commode d’utiliser les formes >, 3 et 2.

1. Si le changement ne porte que sur la base de E3, on vérifie qu’appa-
raissent les composantes de E , B et J dans cette nouvelle base, pourvu
qu’elle soit elle aussi orthonormée directe ou non (dans ce dernier cas, il y
a changement de 'orientation du vecteur "axial" ﬁ)

Considérons le changement de base ¢ : B = (T,Z,f, IZ) — B' = (7, i, 7, E)
ou la variable t est inchangée :

, 10
B =B 0 A
A permet d’exprimer les composantes de vecteurs de E3 dans B’ a I'aide

de leurs composantes dans B
/

x x
y | =A| ¢ | dou
z 2!
dx dz’ dy N\ dz dy' N dz'
dy | =A| dy | et | dzndy | =A°| d Ndy
dz dz' dx A dy dz’ N dy’

A€ étant la coadjointe de A. En notant
VY = bdy A dZ + bydZ N da' 4 Vyda’ A dy' — dt A (el da’ + ehdy' + ehdz')
on en déduit

bll b1 6,1 €1
b,2 = tAC b2 et 6’2 = tA ()]
/ /

(€],€h,€4) sont les composantes de E dans B'; notons B le vecteur de
composantes (h{, h}, h%) dans B’ : ainsi
¢S = Q(B) - dt A (E),
Q) et € étant exprimées avec les variables 2/, ¢/, 2’ et leurs différentielles.
De maniére analogue a partir de

Y = eldy NdZ + efdZ Nda' + eydx’ Ndy + dt A (DYdx’ + bidy' + bidz")
il vient

4 el bl by

ey | =A ex et | W | ="A| b

eg’ €3 bg b3
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Et (b7, 04, 04) sont les composantes de B dans B'; notons E' le vecteur de
composantes (e, ey, e4) dans cette base : ainsi
oS = (E") + dt AQ(B).
Si les équations de Maxwell sont invariantes dans le changement de base,
1 — —>1

il existe nécessairement un réel k tel que E =kE , B = kB soit selon
leurs expressions dans la nouvelle base : 'A“ = k*A | ‘A = k*A° donc k? = 1.
Par ailleurs selon la propriété de la coadjointe (donnant l'inverse de la ma-
trice) : A'A® = (det A)T d’ont det *A° = (det A)2. Et de 'A° = k*A on déduit
alors kdet A = 1. Ainsi k£ = det A = £1 : la matrice A est orthogonale.

Puisque ¥*Q3(p) = det AQL(p), les équations de Maxwell s’écrivent en

termes de formes différentielles, et en divisant les deux membres de la se-
conde par det A :

d(Qg(det A-B) - dt A Qg(ﬁ)) ~0
d(Qg(ﬁ) —dt A (det A- ﬁ))) = 470 (p) — 4m % (T)

Si A est orthogonale directe, (ﬁ, ﬁ) sont conservés ; dans le cas contraire

/ /
E=-F glais B =-B:l champ magnétique est "axial". Dans les deux
cas p et J sont conservés.

2. Si le changement de base porte aussi sur la partie temporelle, on peut
se limiter, d’apreés ce qui précede, a un changement portant sur les deux pre-
miers vecteurs, c’est-a-dire en explicitant le changement de composantes :

B=(rijk = B =(.77jFk) :

= -

T =r+ B, =ar+0i, ) =5,k =k (1.7)

d'ou ¢ : (V2. y,7) — (t,z,y, 2) telle que
t=7t'+az', x=0t'40x",y=1vy", 2=2" et posons D=~0—af (1.8)

Notons E; et E./ les espaces de bases (;, 7, E) et (17 7 lg), supposées or-
thonormées et orientant E, et E... Complétées par 7 et 7/, ce sont des bases
Bet B'de E=Rr @ E. ou RT" ® E

Ecrivons ¥ et X dans cette base B’ soit p* et gp*E Il vient par un
calcul simple (avec les propriétés du produit extérieur)

©*'Y = bidy NdZ + (dby + aez)dz’ A da' + (9by — aen)dx’ N dy
—dt' A [Aeldx’ + (ves — Bby)dy + (ves + Bbg)dz’]

—/
Deux nouveaux champs de vecteurs ﬁ et B se présentent, de composantes

(dans la nouvelle base) s’exprimant a partlr de celles de E et B dans
I'ancienne base selon, avec *¥ = QQ(B ) —dt N\ Ql(ﬁ )

B, o= b ¢, = De
by = by + aes e, = ey — [bs
bg = (51)3 — (eo Gg = ~es3+ ,6[?2
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Ainsi B et B s’expriment dans B’ selon
!/ - — —
E) = bli/ + (5[)2 + Oéeg)j + (5()3 — aeg)k
/ =
E = Delz + (veq — ﬁbg)j + (ves + ﬁbg)
et dans B compte-tenu de 7 = ot + di, en posant @ = ai ﬁ B
—/

B = (a B)+5B+ﬁ/\a ﬁ D(aﬁ) vﬁ—B/\ﬂ

Exprimons gp*E apparaissent deux vecteurs ﬁ et B dont on obtient

les composantes a partir de X = Qg(ﬁ) + dt N (B) mais que ’on trouve
sans calculs supplementalres en remarquant que l’on passe de X a S en
changeant Ben Eet E en —B ce qui donne

6,1/ = €1 blll = Dbl
ey = dey — abs by = by + Pes
ey = des+ aby by = by — Peq

d’ont dans B’ comme précédemment
I — — —
ﬁ = elz" + ((562 — Oéb3)j + ((563 + Ckbg)/{?

— - - —
B = Dbii’ + (yby + Bes)j + (vbs — Bea)k
Enfin ¢* (Qg(p) — dt A QQ(T)> s'écrit Q5(p") — dt’ A €U (T/) avec
ji = —Bp+n
p=0p—aj, Jz = Djs
Js = Djs

Remarquons qu’en posant dans E
T = pr 4 i+ jaf +4sk . T = v + 17+ 57 + G5k
les relations précédentes se condensent en jﬂ =D7.
Dans cette base les équations de Maxwell (1.1) et (1.2) s’écrivent

18B R
rot B tor =0, dvB =0 (1)
"
rot B — laaﬁt/ —4x T, divE = drp (2")
c

Le changement de bases est compatible avec le champ électromagné-
tique si ces deux groupes d’équations correspondent au méme champ ou s’y
aménent, c’est-a-dire en considérant leurs composantes selon i’

S E kB B kB donk=D,1=kD = k— D = (1)

Ainsi (ici le ceefficient 3 n’est pas celui souvent utilisé vérifiant la relation
V(1 -p2)=1)
§=¢ev,a=c¢cf, v — > =1avece = +1 (1.9)

et les champs électrique et magnétique s’expriment dans B avec 5 = 6§selon

E =(FE)r+7E+GAB, B =3 B)r+evB A E. (110)
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Discutons selon le signe de e = %1 et celui de v vérifiant 4* = 1 + 32,
ce qui conduit & préciser les orientations temporelle (droite dirigée par T et
celle dirigée par 7') et spatiale (espaces ET et E./).

Orientations

Selon la derniére relation de (1.9), que vérifient aussi « et d, il est naturel
de faire intervenir les lignes hyperboliques et de poser (g1 et g5 valant +1)

v = eachy , § = eshyp _
{ a = eshe |, 6§ = exchp (e =a15)
e On vérifie immédiatement la structure de groupe de ces changements
de base. Celui que 'on considére a pour matrice
o _ eichy eshep
L5 ( eishp eochp
et 'on vérifie par un calcul direct (ch et sh étant paire et impaire)
L (@)L (@) = L0 (¢ + €ighy)
En particulier
—1

La(¢) = L)L), LIO0) =1, (LEl(p)) = La(-a1520)
La matrice Li(p) est une matrice de Lorentz réduite selon le terme usuel.

e Considérons la matrice LZ(yp), matrice de passage de la base B a la
base B’ , et considérons ¢ comme parameétre, B’ étant notée B,. Lorsque ¢
tend vers 0

(o) = (0 ) done B, — By = (ear il 1)

Dans B 7 oriente le temps ¢ et dans B, 7’ oriente ¢’ et par continuité I'orien-
tation temporelle de B:O et celle de Bj, (donnée par ;7 sont les mémes :
si e1 = 1 B et B’ ont méme orientation temporelle, si 1 = —1 elles sont
opposées.

De maniére analogue, (;, 7, E) (qui engendre E,) oriente I'espace de B et
(Z’,j, E) (qui engendre E./) celui de B’ qui est toujours par continuité celui
de Bj, donné par (62{: 7, l;) :sieg = 1 B et B ont méme orientation spatiale,
sinon elles sont opposées.

Dans certains ouvrages, on discute selon €1 = sgny et A = € = £169.

I est plus naturel de discuter selon le signe de v et celui de vD :

sgny | sgny =1 méme orientation temporelle
sgny = —1 orientations temporelles opposées
sgnyD | sgnyD=1 méme orientation spatiale
sgnyD = —1 | orientations spatiales opposées
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On retrouve les résultats du 1 lorsque le changement de coordonnées n’est

que spatial.
— —/

Les équations (1) et (2”) s’écrivent en termes de (ﬁ,, B et ]).

Par définition les changements de bases, qui conservent les équations de
Maxwell, forment un groupe : le groupe de Lorentz L. Si les orientations
spatiale et temporelle sont conservées, ils forment le sous-groupe £ appelé
groupe spécial de Lorentz.

1.3 Interprétations géométrique et cinématique

1.3.1 Meétrique de Minkowski
(x,t) et (2/,t") étant liés par (1.8) :
12— 22 = Y2+ 2avt'7 + P2 — (B + 2008t + §%a'?)
— (= P)? + 2ay — T — (a? = P)a?
soit t2—7% = t? - 7"

si et seulement si
V=1, ay-08=0,a?-5=1
v n’étant pas nul, & = §(3/7 et on voit que la condition revient & (1.9).

Bien entendu lorsque le changement de base conserve le temps et change
une base orthornormée de E3 en une autre de méme nature, ce ne peut étre
que par une isométrie.

Par définition, la forme quadratique
QT + i +yj + 2k) =12 — 22 — % — 22

est la forme de Minkowski et ’espace vectoriel réel de dimension quatre Ey4
muni de cette forme quadratique est [’espace de Minkowski.
On vérifiera par la suite que les endomorphismes de E4 la conservant sont
de I'un des deux types précédent ou le produit de deux de chaque type.

Une base telle que B = (7, zi j’, lg) intervenant précédemment est dite
Q-orthonormeée si . B

Q(r) =1, Qi) = -1, Q(j) = -1, Q(j) = -1
Notons alors E, le sous espace engendré par (;, f, lg) : ¢’est un espace eucli-
dien de forme (euclidienne) la restriction de -Q.
® étant la forme bilinéaire symétrique associée & Q, remarquons que E.
et R7 sont ®-orthogonaux et que E4 est la somme directe Q-orthogonale

Rra E,.

On peut considérer dans cette base de RT @ E, le vecteur propagation
d’une onde monochromatique & partir de son vecteur d’onde 7 unitaire de
E, défini a la fin de §3, soit v = w(7 + ). Ce vecteur vérifie Q(v) = 0 —on
dit qu’il est isotrope, et le scalaire w(t — 7 77) figurant dans I’expression des
champs n’est autre que ® (v, t1 +7), t7+ 7 étant le point de R7 x E, ou l'on
évalue 1'onde.
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1.3.2 Interprétation cinématique

Définissons [’espace-temps (I'univers) comme 'espace affine £ d’es-
pace directeur E, issu du point Oy : R = (Og, 7, B) est un repére de &
considéré comme celui du "laboratoire" & 'instant ¢ = 0; lorsque t varie,
le point O; = Op + t7 (avec les notations affines) décrit une droite dans &,
droite d’univers de 'observateur O dont t est le temps propre.

Un point de I'univers est appelé événement, et tout observateur de ligne
d’univers une droite est dit galiléen : O est un observateur galiléen.

Considérons un changement de repére R’ = (Og, 7/, B’) défini par (7.4)
avec 7 > 1. Le changement de base est donné par un élément du groupe
spécial de Lorentz.

Notons Oy le point coincidant avec Og origine du repére R'. Le point
O}, = Og + t'7’ décrivant une droite d’univers est aussi un observateur gali-
léen de temps propre t'.

B et B’ étant toujours (T,;,j, E) et B = (T’,f’, 7, ]Z), quel est le mou-
vement de O’ par rapport & O? A l'instant ¢’ du temps propre de O’, les
coordonnées de Oy dans R’ étant (¢',0,0,0), celles dans R sont

t=~t', x=pt',y=0,2=0 soit :L‘:gt
puisque ¢ est le temps propre de O : & cet instant (pour O) celui-ci voit O
sur la droite A, = O, + Rf, au point d’abscisse z(t) = gt, car
O'y = Oy + 7" = Oy + t'(y7 + Bi) soit O’y = Oy + /31 = O, + gﬁ.
Bref pour O, O’ a un mouvement apparent rectiligne uniforme de vitesse
7= g?que Pon note @ = vi. Puisque A = A2(1 —v?) =1: || <1 (la
vitesse de la lumiére vaut 1).

Il est naturel de considérer le sous-espace affine O, + E3 (ou se trouve
la droite A;) comme 'espace de O a U'instant ¢ de son temps propre : son
espace propre (ou son espace plus briévement).

Les relations (1.7) s’inversent facilement avec la condition D=1 :

’ —! > — = — = —/

T=y1"—pB1 ,i=—-pBr+vi ,)=7 ,k=k
Tout revient & transposer (7,i) et (7, 7/) et & changer # en —(3. On en
déduit immédiatement le mouvement de O par rapport a O' : pour tout
instant ¢’ du temps propre de O’ et pour ¢’ convenable
0,0 =t"(y7' — ﬂ;’) — t'7" appartient & E. si et seulement si t” = t'/~

alors O, 0y = —t'(3/ 7);’ soit @t avec @ = —vi , et le mouvement appa-
rent de O pour O’ est, & tout instant ¢ du temps propre de O’ sur la droite
A}, issue de Oj, dirigée par 7 dans I'espace O}, + E,» de O},.

Les origines des temps propres sont en Og et Oy coincidant dans I'espace-
temps : on dit que les horloges des observateurs O et O sont synchronisées
en ce point de l’espace-temps.

Ces espaces interviennent lorsque 1’on considére le champ électromagné-
tique en O : pour 'observateur Oy il se manifeste par les vecteurs Ect B

situés dans E, et pour Of par E ot B dans E,. Et selon (1.10) pour e = 1
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et 5 = ~¥ on obtient les expressions de E et B dans B
/ /
E :v(ﬁ-ﬁ)T—Fvﬁijﬁ/\ B, B :7(6-§)7+7§—76A E.
[lustrons par un dessin dans le plan des droites d'univers D(O) et D(O')
de O et O, ou figurent les traces des espaces £ de O et O’, en prenant

V= donc vy =—-et 7 = T+3Z?_5;+ T
=5 v = g 4 iz 4
D(0) .
Tf" WNNWWWW 57'/ (0,1/"/)
O | L ,7 [
1 sec® T V”Vm/ﬁh/”:l"’ O/ //.Y gT(Ol)
| "I 08 sec
0.64 58@ 7/01/72 =T 0101/7 N 3;/5

l'l Z.

0/1/701/72 = —v-(1/7)- i " —127//25

; / 2
0 sec| 0= OO @O sec 1
Figure 1.1

Les conditions (1.9) s’écrivent en faisant intervenir v :
a=qv, B=qv,d0=7 et Y}(1—-2v?) =1
Comme l'orientation temporelle est conservée v = ——— et les relations

V1 —2?

(1.8) prennent la forme de la transformation de Lorentz réduite

t' 4+ vz ,
T e VT

Vo / (1.11)
r = —F/F Z = Z

V1—12v2

En conclusion linterprétation précédente d’un changement de base
conservant les équations de Maxwell conduit a la Relativité : la cinématique
relativiste a pour cadre I'espace temps £ d’espace directeur E4 muni de la
forme de Minkowski @ de forme bilinéaire associée ®. Pour un observateur,
de trajectoire dans ’espace temps une droite D, son abscisse sur D (pour la
forme Q) est son temps propre et a chaque instant de ce dernier ’hyperplan
®-orthogonal & D issu de I'observateur est son espace : temps et espace sont
relatifs a [’observateur. C’est dans son espace que se trouvent champs élec-
trique et magnétique lui indiquant la présence du champ électromagnétique.

Par contre la cinématique galiléenne a pour cadre 'espace temps d’es-
pace directeur R x Fjs, le temps ayant alors un caractére universel et I’espace
étant le méme pour deux observateurs qui se croisent dans cet espace temps :
a l'instant ¢ la section de direction {t} x Ej3. La cinématique galiléenne est
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la cinématique relativiste pour les petites vitesses : si v est trés petit, pour
t < 1 les relations (1.11) s’écrivent ¢ = t' (le temps est universel) et
r=2+vt,y=1vy,z=72.

1.3.3 Remarque

Souvent la vitesse de la lumiére est notée c (différente de un). Transcri-
vons les relations précédentes dans ce cas : sans changer 'unité de longueur,
changeons celle de temps en remplagant ¢ par ct, 7 par 7/c car t7 est inva-
riant, et alors v devient v/c. Les relations (dont (1.7)) deviennent

/ A7 -, U
T =71 +vi), i 7(@—1—027'),7 \/TQ/CQ
et la transformation de Lorentz réduite s’écrit

t+ vz /c?

Y Y =Y

1—02/c?

vz (1.12)
= —_— z = A

V1—wv2/e

Les champs E et B- pour Of exprimés dans B'~ se déduisent des
= .
champs Eet B - pour Og exprimés dans B— selon

t =

bll = bl v 6/1 = €1 v

by = b+t Ve € = e — 7;53
v v

by = ~bs— Ve €5 = ez + ’7252

ﬁ secrlt dauns_> B -
B’ —b’z’—l—bj—l—b’k—blz —|—(7b2+’y €3)]+(’}/b3 Ve —e)k

-

ou encore en faisant intervenir B et E ainsi que B, avec U = vi
B =i+ 57) 470 + —en)j + (b — ek
soit puisque by v = 7B
- —
ﬁ’:,yv'c_?7.+,y§_7%/\ﬁ
B

et en changeant B en ﬁ E enﬁ—
E/—7—7+7ﬁ+7 AB

Ces couples de vecteurs (ﬁ, B) et (ﬁ , B ) relatifs respectivement a O
et Of sont différents, sauf si v = 0 donc v = 1, c’est a dire si les observateurs
sont en repos relatif. Dans le cas contraire, chacun des couples appartient &
I'espace ®-orthogonal a la quadrivitesse de 1'observateur, c’est-a-dire a son
espace.

On vérifie immédiatement
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(E)?2-(B)?=(E)’- (B, E-B=E-B

invariants du champ électromagnétique.

Quel est l'effet d’une transformation de Galilée? En considérant
Yi(r=a"+vt,y=y,z=2)
il vient
VY = bidy ANdz + badz A (do’ + vdt) + bs(da’ 4 vdt) A dy
—cdt A (erdx’ + eady + e3dz)

d’ou
bll = b1 6/1 = €1
b/2 = b2 6/2 = €2 — Ubg
bé = b3 6% = e3+ Ubg
soit

B-B,E-FE+i\B

appelées souvent formules “classiques” de transformation des champs, et

/
I’on peut considérer E' comme limite de la précédente lorsque v << 1 donc

v~ 1.





