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Chapitre 1

Cinématique

A. Définition

Cinématique : C'est I'étude du mouvement d'un point sans considérer les causes
du mouvement.

Point : on assimile un solide a un point matériel si ses dimensions sont trés peti-
tes par rapport a I'échelle d'étude du probléeme étudié.

Référentiel : un mouvement est décrit par rapport a un solide de référence, muni
d'un repére d'espace et de temps qui constitue un référentiel que 1'on note R.
Exemple : le référentiel héliocentrique a pour origine le centre du Soleil et les
axes sont définis par les directions de trois étoiles ¢loignées. On l'utilise par
exemple pour le mouvement des planétes.

Le référentiel géocentrique a pour origine le centre de la Terre et les axes sont
définis par les directions de trois étoiles ¢loignées. Il est pratiquement en tran-
slation circulaire par rapport au référentiel héliocentrique. On 'utilise par exem-
ple pour le mouvement des satellites.

Pour le référentiel terrestre, ou référentiel du laboratoire, le repére est attaché au
solide de référence que constitue le laboratoire. Ce référentiel est bien adapté
pour une étude locale comme la chute d'une bille par exemple.

Chacun de ces trois référentiels est aussi constitué d'un repére de temps.

Pour décrire un mouvement, il faut toujours préciser le référentiel dans lequel
on étudie ce mouvement.

B. Systeme de coordonnées

1. Base orthonormée

Toute base (&, €, €,) sera orthonormée directe.

— ortho : pour indiquer que les vecteurs sont orthogonaux entre eux.
—normée : pour des vecteurs unitaires ||Ex|| = ||Ey|| = =1.

g
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— direct : on dit que la base est directe si €, = €,A¢&,, ainsi la direction de €,

est donnée par la régle du tire-bouchon ou de la main droite. En effet si on
tourne de & vers €, on progresse suivant €,.

2. Coordonnées cartésiennes

Soit un point M (x, y, z) et (O, &, &,, €,) le ZA

repere choisi avec x 1'abscisse, y 'ordonnée et z
la cote.
Le vecteur position s'écrit :

OM = x¢, +y€, +z¢€,

Sa norme : HOMH =\x>+y*+272.
Le déplacement élémentaire du vecteur position

est noté :
dOM = dx@, + dyg, +dzg,

» M

3. Coordonnées polaires
On repere la position du point M par : y ~
—la distance r = ”W

— I'angle 0 =(&,, OM). .
S A

Pour exprimer le vecteur position OM on introduit 0
une base orthonormée directe appelée base polaire
(érv _ée) .

— &, est le vecteur unitaire suivant OM, c'est le vecteur radial ;

; G

>j'

— €pest le vecteur unitaire 1 a €, obtenu en effectuant une rotation de +7w/2
a partir de €, c'est le vecteur orthoradial.

La base polaire est une base mobile qui se déplace en méme temps que le point
M.
Le vecteur position s'écrit :

oM =Tr€,

Dérivées temporelles de €. et € (a savoir)
Projection des vecteurs €, et € dans la base &, €.

& = (.88 + (6.8, =

€ = cos 0¢, +sin 0¢,.
B = (Go.6 )% + (6.8,)8, = & = —cos(g—ejéx +cos 08,

€y = —sin 0&, +cos 0¢,.
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On cherche a exprimer : [de‘) et (%j
dt R dt R

dérj (dérj (deJ (dérj [d(coseéx +sin Géy)] (deJ
= X| — | = = X| —
dt )y de )y, dt dt )y, do L Ldt

dé dé —~
X j =(—yj =0 car les vecteurs sont fixes dans °R.
R R

dt

(—sin66x+coseéy)><é

dg, do [dée ) d(—sin 68, +cos 68, ) ( dej
=| —— X|— = | — = X| —
L Ldo )y, Ldt dt Jy, do dt
R

=(—cos 08, —sin 08,)x0

o | &
= | .o
N
=

I

(defj - 08, et (dﬂj — 08
dt )y, dt

En fait dériver, revient a effectuer une rotation de +n/2. Oest la vitesse angu-
laire du mobile en rad.s ™' et on la note souvent .

V4

4. Coordonnées cylindriques (r, 0, z)

Si un systéme physique présente une symétrie
cylindrique d'axe Oz, il est préférable d'utiliser
les coordonnées cylindriques d'un point M de
l'espace.
Le point M se projette dans le plan (xOy), on
définit ainsi :

le rayon polaire r = OI et l'angle polaire
6(0X, Ol).

On a: OM=0OI+IM on en tire le vecteur
position :

OM = r&, +78,
Le déplacement élémentaire du vecteur position est noté :
dOM = dré, +1d6g, + dz&,
Lien avec le systéme cartésien
X = rcosf p=4x*+y’
y=r1sinf = tan 0 =%

V4 z
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5. Coordonnées sphériques (r, 0, @) Z A

Soit un point M quelconque de l'espace, dont
les grandeurs physiques dépendent de la dis- H
tance r au point O, il est bon alors de repérer le
point M par ses coordonnées sphériques r, 0, .

On définit : \e, M,
—r=0OM associé a érzﬁetre[o,oo[; éz“ yr -
OM 7 €o
— l'angle  =(OZ, OM) associé¢ au vecteur O s'\Ey\
& et Oelo, 1] ; & - —
—l'angle ¢ = (ﬁ, 61) associé au vecteur e 0 ., ‘ Y
g, et 9 <[0,27]. R

Vecteur position :
OM =r¢,
Lien avec le systéme cartésien
x =0Lcosp = x =rsinOcos
y=0Lsing = y=rsin0sin@
z=0H = z=r.cos®b.
Base locale orthonormée directe (€, €, €,) :
€, =sin0cos @¢, +sinOsin @€, + cosO€,
€y =cos0cos P€, +cosOsin e, —sinO¢,

€, = —Sin Q& + cos PE,.

Attention a ne pas confondre r et O en sphériques et r et 0 en cylindriques, ils ne
sont pas définis pareil. De méme que € et & de la base sphérique ne sont pas
définis comme €, et € de la base cylindrique.

Le déplacement élémentaire du vecteur position est noté :
dOM = dré, + rdO¢y +rsin 0doe,

C. Vitesse et accélération dans un référentiel R

1. Trajectoire

La trajectoire d'un point matériel M supposé ponctuel dans un référentiel ‘R
donné représente I'ensemble des positions M(t) en fonction du temps.
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Exemples :
—rectiligne : y=ax+b;
— circulaire : (x —a)” + (y — b)* = R?, cercle de centre C(a, b) et de rayon R ;
— parabolique : y = ax”+ bx + c.
Equation horaire : expressions des coordonnées en fonction du temps qui per-
mettra de représenter 1'évolution de cette position (x(t), y(t), z(t)).
Equation de la trajectoire : elle s'obtient en éliminant le temps entre les différen-
tes équations horaires.

2. Vitesse

On consideére le point My et M; qui sont les posi-
tions du point M aux instants t et t + At dans le réfé-
rentiel R d'origine O. On définit la vitesse par :

OM; ;o) — OMuy)

M/ R) = lim,_ "

On en déduit que le vecteur vitesse du point mobile M est la dérivée par rapport
au temps du vecteur position OM dans le référentiel R :

. _(dOMJ

(M/R) —| —
dt

R

. . —1
La vitesse s'exprime en m.s .
Le vecteur vitesse est tangent a la trajectoire, son sens est celui du mouvement.

3. Accélération

L'accélération d'un point mobile M dans le référentiel R, est la dérivée par
rapport au temps du vecteur vitesse vV ou la dérivée seconde du vecteur position.

- dv s . [ d*OM .
am/R) = (M j ; a= ( I'unité est le m.s>
R R

dt dt?

La vitesse et l'accélération sont définies par rapport a un référentiel, mais on
peut donner son expression vectorielle dans différentes bases.

4. Expression en coordonnées cartésiennes

a) Vitesse
Le vecteur position se note : OM = x(t)& +y(t)e, +z(t)€,, par dérivation on
obtient le vecteur v :

dOM d(x(1) & + y(t)& +2(1)&,)

V= =>V=
dt dt

Cinématique



dx(t) ‘ € dy(t) s

o o ) .+ 2 (t)

Comme les vecteurs unitaires &, €, et €, sont ﬁxes dans R, leur derlvée par

ext )d L dz(0)

<l

rapport au temps est €gal au vecteur nul.
52 dx(®) g+ dy(t) 5, + dz(t) g
dt dt dt

e dx .
La dérivée d'une grandeur par rapport au temps se note :d—z X.
t

V=X€ + Y€ +Z¢,

X (ou vi(t)) est la composante du vecteur vitesse seloné€,, c’est une grandeur
algébrique qui est positive si le mouvement a lieu dans le sens du vecteuré,,
négative si le mouvement a lieu dans le sens opposé au sens du vecteur €, .

b) Accélération
L'accélération est la dérivée du vecteur vitesse :

Ex. dy. dz

x_ dy._
Y —=¢,+——¢, que l'on note
de 7 de

.. d dz -
Soit : v=—-=2~&, +—¢ +—¢,, alors a=——=¢, +—
dt dt dt dt?

aussi :

a=X& +ye&,+Z¢,

5. Expression en coordonnées polaires

a) Vitesse
Le vecteur position se note : OM = ré¢,, par dérivation on obtient le vecteur v :

B, dOM _ dr.  (d&
Vimrwy = & = Vimim) = aer +r
R R

dt

Soit comme (derj =08, :
dt )y,

V(M/‘.R) = I'_ér + I'e_ée ou V(M/gg) = Vrér + Ve_ée

On nomme :
— v, la vitesse radiale ;
— vg la vitesse orthoradiale.

b) Accélération
Soit Viw/m) = 1€ +10€, 0on dérive pour obtenir I'accélération :

. (d?/j . dr. .(dérj dr db (deej
a=|—| D>a=—¢, +1 +9—ee+r—e9+r9
dt )y dt dt )y dt dt dt Jy
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Soit comme [%") =—08, : d =18 + 108 + 07y + 108 + rO(—0%,)
R

d = (i~ 10)8, + (20 +10)8| ou
On nomme :

— a, l'accélération radiale ;

— ag 'accélération orthoradiale.

1 d(r26)
rodt

On peut noter : ag = r0+2i =

6. Expression en coordonnées cylindriques

A l'expression des vecteurs vitesse et accélération, il nous suffit d'ajouter res-
pectivement la dérivée premiére de z(t) et la dérivée seconde de z(t) :

V(M/‘R) = ri + r@ée + Zéz ou V(M/ER) = Vrér + Veée + Vzéz

a=(f—r10?) +(2i0+ 10) + 78, | ou|d =a,8, +aed + a8,

Avec v, la vitesse axiale et a, I'accélération axiale.

7. Expression en coordonnées sphériques

Pour exprimer le vecteur vitesse on peut utiliser l'expression du déplacement
¢lémentaire du vecteur OM : dOM = dré, + rd0&; + rsin Odoe,

V =1€, +10€ + rsin OQe,

Ou bien on dérive le vecteur position OM =r¢, :

_d(re . dé
V= (ré) =16 +T—
dt
Dans ce cas il faut exprimer € en coordonnées cartésiennes car la base sphéri-
que est en rotation autour de 2 axes.

€, =sin0cos @&, + sinOsin @€, + cos O€,

- d(sin O cos @€, + sin Osin @e, + cosOE,
V=16 +r ( i m ke )

¥ =18, + 0(cos Ocos P&, + cosHsin @€, —sinO€, ) + rp(—sin Osin P, + sin Ocos Pe, )

Soit en utilisant les expressions établit dans la partie coordonnées sphériques :

V =16, +10€ +1sin0QE,

Le calcul de l'accélération est plus complexe dans le cas général :
a=a,€ +agy +2a,€, avec

Cinématique



a, =7 — 10 —1¢p?* sin O
ag = 10+ 210 —r¢? sinHcos O

aQ =r1(sin 0+ 2rdsin 0 + 2r9<’p cos 0.

8. Base de Frenet

Pour I'étude d'un mouvement plan, on utilise la base de Frenet. La trajectoire du
mobile est orientée dans le sens du déplacement, chaque point M(t) étant repéré
par son abscisse curviligne s(t). On attache au point M, un couple de vecteurs
unitaires (T, n) ou T est un vecteur unitaire tangent a la trajectoire et dirigé dans

le sens du mouvement et 1 est un vecteur unitaire perpendiculaire a T et dirigé
dans le sens de la concavité de la trajectoire.

Ay Cercle tangent a la courbe au point M, C centre du
cercle de rayon de courbure p. _____

.C

Al

Trajectoire du point M

X
O &,
La vitesse du mobile M est donnée par la dérivée de l'abscisse curviligne s(t), le
vecteur vitesse étant tangent a la trajectoire :

(t) = dz(tt) % ou V(1) = v(1)3

Accélération :
5= dv(t) ae dv(t)% V(t)ﬂz dv(t)%+§$

dt dt dt dt dt dt
Dérivée d'une fonction composée :M = gd_x N

dx dx dt On a ds = pda.
- 2 L -

- dv(t)%+§ﬂ§= dv(t)%+(§j Ez dv(t)%+v2ﬂ

dt dt ds dt dt dt) ds dt ds

dt 1§ ., . e Co
Et P =—, T étant unitaire sa dérivée est un vecteur perpendiculaire.
pda  p

dv(t)._

VZ
N
dt p

a; est l'accélération tangentielle et a, l'accélération normale toujours positive et
dirigée vers la concavité.

5:
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Le rayon de courbure est donné par :

P=r==

aev|

D. Les mouvements classiques

1. Mouvement rectiligne uniforme

Un point est animé d'un mouvement rectiligne uniforme si et seulement si son
vecteur vitesse reste constant. -
g5 0 i M
1, . - - —————eo———Pp
L'accélération est alors nulle : a=—=0. -

dt v X

v=vi ; OM=x1 = x(t) = vt + X4 ; Xo est I'abscisse a l'origine.

2. Mouvement rectiligne uniformément varié

Le vecteur accélération est constant, il est tangent a la trajectoire.

X

ol oy

- - dv
a=al; a=— = constante.
dt
v = at + cte, la constante (cte) est déterminée a partir des conditions initiales.
At=0,v=vo= v=at+v,.

dx I, \
V=a=3t+V0 = x(t)=5at +vot+cte,at=0,x=cte = X,.

1
X(t) = E at2 + vot + Xo

Cette relation, ainsi que celle donnant I'expression de la vitesse permettent
d'établir une relation entre x et v :

v — v =2a(x — Xg).

Un mouvement est dit accéléré si la norme de sa vitesse augmente au cours du
temps (le produit scalaire a.v > 0).
Un mouvement est dit retardé si la norme de sa vitesse diminue au cours du
temps (le produit scalaire a.v < 0).

Cinématique
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3. Mouvement circulaire

Un mobile M décrit un cercle de rayon R et de centre O a la vitesse angulaire ®

(m:@:e)
dt

Coordonnées polaires : OM = R§,

Expression de la vitesse :
V= R(,l)ée

Expression de l'accélération :

i=[ Y )oi-0Re+ R, + Ro| L2
dt dt dt dt

dt
Mouvement circulaire uniforme :
La vitesse angulaire est constante, alors : v=Rw eta= R’
Coordonnées curvilignes :

On associe la base orthonormée (7, 1) a la trajectoire circulaire plane.

- dv _ - .
az( VJ:>a=—Roazer+Rooee

. . . ds_ - ~
Expression de la vitesse : s = RO, v= ar = v=Ro7

L'accélération au point M se note : a =a, + a,
2

— - 12 gs v
a, =a,n :accélération normale a, = E

~ o . dv
a, =a,T :accélération tangentielle a, = —.

— V. dv.
a=—n+ —71

R dt
R est le rayon de courbure. Si R est constant,
nous avons une trajectoire circulaire, si R tend
vers l'infini, la trajectoire devient rectiligne.

Le vecteur vitesse est tangent a la trajectoire.

Mouvement circulaire uniforme

Un point (S) est en mouvement circulaire uniforme si sa trajectoire est un cercle
et si le module du vecteur vitesse est constant.

fi et t définissent la base de Frenet.

Le vecteur vitesse a pour caractéristiques :

— direction : tangente a la trajectoire ;

—sens : celui du mouvement ;

—norme : v=R® ol o est la vitesse angulaire en rad.s ' et R le rayon du cercle.

Chapitre 1



V=vVv7T avec T vecteur unitaire tangent a la trajectoire. Le vecteur vitesse n'est
pas constant car sa direction varie au cours du temps, par contre sa norme est

constante.
Le vecteur accélération a pour caractéristiques :
— direction : normale a la trajectoire ;
— sens : dirigé vers le centre O du cercle, on dit alors que l'accélération est
centripéte ;
V2 )
—norme : a, :E enm.s eta,=0.

Cinématique 1"
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Enoncés des exercices

Exercice 1

Dans un référentiel R(O,é&,€y,€,)un point M se déplace selon les équations

horaires suivantes :

a) x()=t+1;yt)=t"+1;2(1t)=0.

b) x(t)=3cost;y(t)=3sint;z(t)=0.
Donner dans chaque cas 1'équation de la trajectoire de M et en déduire sa
nature.

Exercice 2

On considére un mobile M animé d'un mouvement circulaire uniforme sur un
cercle de rayon R = 2,0 m et de vitesse angulaire © = 4,0 rad.s .
1. On suppose qu'a l'instant t = 0, 6 = 0. Donner I'équation horaire de 1'écart
angulaire 6.
2 On choisit un repére orthonormé (O,f,]) tel que l'axe Ox passe par la
position du mobile M a l'instant t = 0.
— Faire un schéma, représentant le mobile M a l'instant t = 0 et a un instant t
quelconque.
— Etablir les expressions des coordonnées x et y du point M.
— Etablir l'expression du vecteur vitesse Vv et du vecteur accélération a dans
ce repere.
3 Calculer les valeurs de :
— de la norme du vecteur vitesse v du mobile ;
— de la norme du vecteur accélération a ;
— de la période de révolution T ;

4. Exprimer dans la base I,j les vecteurs unitairest et i et exprimer les

vecteurs Vv et a en fonction de t et fi.

Exercice 3

Une voiture de longueur AA' = 4 m, roulant & 108 km.h™', souhaite doubler un
véhicule BB' de longueur identique, roulant a la méme vitesse et situé a 8§ m
delle.
Lorsque l'avant A de la voiture atteint un point O de la route, elle acquiert une
accélération constante de 2 m.s .
Dans combien de temps A arrivera-t-elle a la hauteur de B ? Quelle distance
A aura-t-elle parcourue ? Quelle vitesse aura-t-elle alors ?

Chapitre 1



Exercice 4

Un point matériel M se déplace sur I’axe OX avec une accélération @ = ai avec

a>0.

1. Déterminer le vecteur vitesse sachant que v (t = 0) = vy,

2. Déterminer le vecteur position OM sachant que x(t = 0) = x,.

3. Montrer que v? — v = 2a(x— Xo).

4. Quelle est la condition que doit vérifiera«v pour que le mouvement soit uni-
formément accéléré ? retardé ?

Exercice 5

Une personne est située au sommet d’un immeuble, il lance une balle vers le

ciel, a la verticale, avec une vitesse initiale de 24,5 m.s"'. La balle retombe sur

le sol 6,0 s plus tard. L’accélération de la balle vaut a=9,8 m.s .

1. Quelle est la hauteur de I’immeuble ?

2. Quelle est la hauteur maximale atteinte par la balle ?

3. On reproduit I'expérience, mais cette fois on lache sans vitesse initiale du
haut de cet immeuble une seconde balle 4 s aprés la premicre.
A quelle altitude z, les deux balles se rejoignent ? On cherchera d'abord a
quelle date elles se rencontrent.

Exercice 6

Distance nécessaire pour s’arréter sur une ligne droite horizontale

La sécurité routiére insiste fortement sur le respect de distances minimales entre
les véhicules afin qu’en cas d’incident imprévu, tout véhicule puisse
s’arréter sans danger.

Sur autoroute, prés des deux tiers des conducteurs ne respectent pas la distance
de sécurité entre leur voiture et le véhicule qui les précéde. Garder ses distances
avec le véhicule que I’on suit est pourtant le meilleur moyen d’éviter une colli-
sion ou pire un carambolage.

La distance d’arrét d’un véhicule correspond a la distance parcourue pendant le
temps de réaction de son conducteur a laquelle s’ajoute la distance de freinage.
— Temps de réaction noté tg : on évalue a une seconde le temps minimum néces-
saire pour que le conducteur réagisse en cas d’incident ou d’apparition d’un
obstacle et ce, dans les meilleures conditions. Pendant ce temps-la, le véhicule
continue sa course. Ce n’est qu’une fois I’information assimilée que le conduc-
teur commence vraiment a freiner.

— Distance de freinage : sa longueur varie en fonction de la vitesse du véhicule,
de I’efficacité du systéme de freinage, de la pente, ...

Le Code de la Route a fixé une régle claire : I’intervalle de sécurité a ménager
entre vous et le véhicule qui vous préceéde est au moins la distance que vous
parcourez en 2 secondes. Plus votre vitesse est élevée, plus cette distance doit
étre grande.

Cinématique
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Pour les véhicules lourds (PTAC > 3,5 t) ou ceux dont la longueur dépasse 7
metres, les ensembles de véhicules (voiture + caravane) et les camping-cars,
cette distance est d’au moins 50 métres.

Comment évaluer la bonne distance de sécurité ? Prenez un point de repére
visuel sur le bord de la route comme un arbre ou un panneau de signalisation.
Une fois que le véhicule qui vous précede est passé a sa hauteur, comptez 2
secondes. Si votre véhicule passe ce repere avant ce délai, vous étes trop pres.
Autre astuce : sur autouroute, les lignes délimitant la bande d’arrét d’urgence
mesurent 39 métres et sont espacées entre elles de 13 métres. A 130 km.h™,
vous devez au moins laisser un intervalle de 2 traits soit environ 90 métres pour
arréter votre véhicule sans percuter celui qui vous précede.

On considére un véhicule roulant sur une route rectiligne horizontale Ox a la
vitesse v, prise égale pour I’instant 2 130 km.h™' avec un mouvement uniforme.
On notera €, le vecteur unitaire de I’axe Ox dans le sens du déplacement.

On prendra 1’origine des temps a I’instant ou un obstacle a surgi et celle de

I’espace a la position initiale (pour t = 0).

Pour les applications numériques, on prendraty = 1, 0 s.

1. Rappeler la définition d’un mouvement rectiligne puis d’un mouvement
uniforme.

2. Lorsqu’un obstacle sur la voie apparait au conducteur, la premiére phase du
mouvement vers 1’immobilisation correspond au temps de réaction tz. Que
peut-on dire de la nature du mouvement au cours de cette phase ? En déduire
I’expression de la vitesse au cours du temps pour cette phase.

3. La seconde correspond au freinage proprement dit. Par souci de simplifica-
tion, on considére que le freinage consiste a imposer une décélération a,
constante. Si on suppose que a, > 0, donner 1’expression du vecteur accéléra-
tion au cours du temps puis celle du vecteur vitesse.

4. En déduire la position x(t) du véhicule en fonction du temps.

5. Déterminer I’instant t; pour lequel le véhicule s’arréte. En déduire la distance
d’arrét d, en fonction de vy, a et tg.

6. Exprimer puis calculer la valeur minimale de la décélération permettant
d’utiliser les lignes de la bande d’arrét d’urgence pour évaluer la distance de
sécurité c’est-a-dire pour que la distance d’arrét soit inférieure a la distance
D des deux lignes de la bande d’arrét d’urgence.

7. Pour une valeur de décélération ap= 12 m.s °, comparer les temps d’arrét et
les distances d’arrét pour des vitesses respectivement de 90 et 130 km.h .
Les résultats sont-ils logiques ?

8. Pour déterminer la validité de la régle préconisée par le Code de la Route de
maintenir une distance par rapport au véhicule devant soi correspondant a la
distance parcourue en 2,0 s, calculer la décélération a, qui permettrait un
arrét du véhicule a I’instant t, = 2,0 s. Retrouve-t-on la méme distance
d’arrét qu’avec la technique précédente pour une vitesse initiale de
130 km.h™' ? Que peut-on en conclure ?
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Exercice 7

Dans un plan xOy de base orthonormée (O, €, €;), un point matériel M décrit

la spirale logarithmique r = rpe” avec une vitesse angulaire @ constante ou

OM =13, et l'angle 6 = (&, €;). A l'instant initial le point M est sur I'axe Ox a

une distance r, de l'origine O.

1. Déterminer les composantes du vecteur vitesse et du vecteur accélération du
point M.

2. En exprimant v A a dans la base de Frenet :

a) Montrer que le rayon de courbure p peut s'écrire sous la forme suivante :

L)
¥l

[v~d

b) En déduire son expression en fonction de r.

Exercice 8

Un point matériel M est animé d’un mouvement défini par les équations horai-
res suivantes en coordonnées cartésiennes :
x =rcos(wt) ; y =rsin(wt) ; z=Dbwt (r et ® constant) et 0 = wt

1. Etablir I'équation de la trajectoire du point M.

Montrer que la trajectoire du point M est une hélice, faire un schéma.
2. Exprimer avec les coordonnées cartésiennes le vecteur vitesse et accéléra

tion, puis calculer leur module.
3. Calculer le pas de cette hélice.
4. Calculer vea. Commenter.
5
6

. Exprimer le vecteur position OM dans la base cylindrique.
. Exprimer le vecteur vitesse et accélération dans cette base et vérifier que
leur module correspond au résultat de la question 2.
7. Montrer que le vecteur vitesse fait un angle o constant avec le plan (Ox,
Oy).
8. Déterminer le rayon de courbure de la trajectoire.

Exercice 9

On étudie un mobile M,, assimilé a un point matériel (ou corpuscule), en mou-
vement uniforme dans le référentiel du laboratoire & la vitesse de 25 cm.s ™, sur
une piste qui comporte quatre portions :

— un segment rectiligne AB de longueur 1 m ;

—un quart de cercle BC de longueur 50 cm ;

—un quart de cercle CD de longueur 75 cm ;

— un segment rectiligne DE de longueur 2 m.

Cinématique
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La piste est parcourue par M, de A vers E :

1. Quelle durée T met M, pour parcourir la totalité de la piste (de A a E) ?

2. On note a; la norme de I’accélération de M, sur la portion BC. Que vaut a, ?

3. On note a, la norme de 1’accélération de M, sur la portion CD. Quelle
relation existe-t-il entre a; et a, ?

4. Lorsque M, atteint le point D, a un instant pris comme origine temporelle, un

second mobile M, (également assimilé a un point matériel) quitte E en

direction de D. Son mouvement est uniforme dans le référentiel du

laboratoire a la vitesse de 50 cm.s ', A quelle date t; les deux mobiles se

rencontrent-ils ?

Quelle est alors la distance d, parcourue par M, sur la piste DE ?

6. Quelle était, 1/5 s avant la rencontre, la distance d séparant M, et My, ?

b

Partiel

Exercice 1
Dans le systeme de coordonnées cylindriques, donner les expressions des gran-
deurs suivantes.

1. Le vecteur déplacement OM.
2. Le vecteur vitesse V.
3. Le vecteur accélération a.

4. Le déplacement ¢lémentaire dOM.

Exercice 2

On considére une courbe C, sur laquelle se déplace un point matériel M d'abs-
cisse curviligne s(t). La vitesse du point M dans R(O, x, y, z) est V(M /R) de
module v= % On définit la base de Frenet (f,ﬁ,B) telle que : V(M /R) = vt.
1. Que désigne les vecteurs T, f, b.

2. Exprimer l'accélération(a(M/R)du point M. On notera p le rayon de

courbure de la trajectoire de C au point M.
3. Exprimer p en fonction de V(M /%R) et a(M/R).
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Exercice 3

Une barre rectiligne AB de longueur 2b se déplace dans le référentiel
R(O, &, ¢, €,) de telle sorte que (fig. 1 et 2) :
— son extrémité A se trouve sur le demi-axe positif Oz ;
— son extrémité B décrit le demi-cercle du plan (xOy) de centre I (O, b, O)
et de rayon b, a la vitesse angulaire o constante et positive.
A I’instant t = 0, B se trouve en O.
: Fig. 1 Fig. 2

o

. Déterminer la durée T du mouvement.
. Etablir les expressions en fonction du temps t des coordonnées polaires p et
¢ de B.

. Déterminer ’angle oo = (A—O,A—B) et décrire le mouvement de la barre.

N

~ W

. Calculer les coordonnées cartésiennes X, Y et Z du milieu J de la barre.

. Déterminer la valeur moyenne <v*>> du carré de la vitesse v de J, calculée sur
la durée T du mouvement.

6. Indiquer la nature du mouvement de J.

W

Exercice 4

On s'intéresse a la trajectoire et aux grandeurs cinématiques (vitesse, accéléra-
tion) de la valve d'une roue (centre C, rayon R) de vélo dans le référentiel du
laboratoire ‘R. Cette valve est assimilée a un point M (figure ci-dessous). Le
mouvement de M est analysé dans R ; on suppose qu’il s’effectue dans le plan
Oxy, ou O est lorigine du repére cartésien dont la base est
(€.,€y), & et €, étant des vecteurs unitaires ; x et y désignent respectivement

les coordonnées cartésiennes de M. La roue roule sans glisser le long de l'axe
. do .
Ox avec une vitesse constante = d—et 0(t) = ot. A l'instant t = 0, la valve est
t

en O.
1. Justifier la relation OH = RO(t).
2. Exprimer les coordonnées des vecteurs OC et CM dans la base cartésienne

(&,€y) en fonction de R et ot.

Cinématique
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»
»

. Exprimer le vecteur position du point M, OM. Tracer la courbe représenta-

tive de la trajectoire de M.

. Quelle est I’expression du vecteur vitesse v de M dans R ?
. Déduire la norme v = ||\7|| du vecteur vitesse. Pour quelle phase de la trajec-

toire le mouvement de M est-il accéléré ? Pour quelle phase est-il décéléré ?

. Quelle est I’expression du vecteur accélération a de M et sa norme dans ‘R ?

Comment est orienté le vecteur accélération tout au long du mouvement ?

. Représenter le vecteur vitesse a un instant t quelconque et pour 6 = .
. On suppose désormais que 0 < ot < 2n. Déduire de la question 4 et 5

I'expression du vecteur T,vecteur unitaire tangent a la trajectoire en M dans
le référentiel R et dans la base (&,¢€,).

. Calculer % puis % dans le référentiel R et dans la base (&,€y), ou s

s
désigne l'abscisse curviligne de M.

10. En déduire 'expression du rayon de courbure p de la trajectoire dans le

référentiel R.
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Corrigé 1

a) Pour obtenir 1'équation de la trajectoire, il faut éliminer le temps entre les
composantes :

x(t)=t+1=t=x(t)—1.

On reporte dans y(t) : y(t) = (x — 1)* + 1 = y(t) = x* - 2x + 2.

L'équation obtenue est de la forme y = ax” + bx + ¢, on en déduit que la nature
de la trajectoire est parabolique.

b) On éléve au carré les expressions de x(t) et y(t) :
x> = 9cos’t et y* = 9 sin’t comme cos’t + sin’t = 1, il vient :
2 2
X
E il sy =3
9 9
L'équation est de la forme x* + y* = R?, c'est I'équation d'un cercle. La trajectoire

est donc un cercle de centre C(0, 0) et de rayon R =3 m.
Corrigé 2

. . s do
1. la vitesse angulaire est définie par : o= m = 0= ot + cte.

La cte (constante) se détermine a partir des conditions initiales :
At=0,0=0=cte=0,dou:

2. Expressions des coordonnées :
X =Rcosfi =X =Rcosmti
y= Rsin@} =>y= Rsinwtj
Expression du vecteur vitesse :

v i _ dOM
OM=xi+y] => Vv=——
dt
dx .
— = —0R sin ot
~|dt
v
dy

— = oRcoswt
dt

v =-oRsinoti + ®R cos (ot]

: gt L dv
Expression du vecteur accélération : a = I
t

de - dVy =
1+——]
dt dt

a=

Cinématique 19
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@ =—Rw” cosoti — Re? sinot]

3. Norme des vecteurs :

”V” = Vo Vi+tVi=>v= \/(—(oR sinwt)? + (oR coswt)? =

|v =R soitv=2_, m.s’l|

”5” =ajfa; +a) > a= \/(—(DZR sin wt)? + (—o’R cos wt)? =

,2|

|a =R’ soit a=32m.s

. , ) . 2
Période de révolution : 1 tour, 6 =2n soit: T= _n'

(@)

4. Expression defi et t :

n =—cosmti —sinmtj

f = —sinoti +cosotj

v =R(-sin wti +cos mt}) = V=Rot le vecteur est tangent a la trajectoire.

@ =—Ro?(cosmti +sinwtj) = = Re?fi l'accélération est centripéte.

Corrigé 3
Schéma :
A A A A A A
S — I I T—
“4m O 8m - 4m

Soit S un point fixe de la route.

De S & O, la vitesse est constante v = 108 km/h = 30 m.s .

A partir de O, elle accélére de fagon constante.

Vitesse de 1'avant de la voiture (point A) par rapporta S :

. _dSA dSB dBA __  dSB dAB

Vas=—— or SA=SB+BA = Vo=t —— Vg =——————
M e AT T Ta M T e

{;A/S = VB/S + VA/B ou VA/S = {}B/S - VB/A = VB/A = {.’B/S _{}A/S
Le véhicule B a une vitesse constante : Vg5 = 301
Le véhicule A accélére de fagon constante depuis O : V5 = 301 +ati
Ve/a =301 —ati —301 = Vg/a =—ati = -2ti.
Xp/a = —t2 + X, soit avec Xy = 12 m (du point O =A au point B)
Xpa =—t2+12
Le point A va coincider avec le point B a xg/4 = 0, soit : £+12=0
t=12=1t=3,5s

Chapitre 1



La distance parcourue par A est alors de : x = t* + 30t

La vitesse sera de : v=2t+30=37 m.s ' (environ 133 km/h).
Corrigé 4
1. Vecteur vitesse :

t
A linstant t = 0, v(0) = vo. v=[adt = v =at+v,
0

V= (at+vp)i

2. Vecteur position :

t
A linstant t = 0, x(0) = xo. X = [ (at + v )dt = x = %atz + Vot +Xo
0

Wziz(%at2+V0t+X0jT

_VO
a

2
1 (v=v, V-V, (v—vp)? V-V,
X=—a + Vo +Xg =>X—Xp = + Vo
2 a a 2a a

N~ :[V—Voj((V—Vo)+VOj:X_XO :(V—VOJ(V-FVOJ
a 2 a 2

2a(x—Xg) =(v—=vo)(V+Vvp)

. v . .
3. On exprime le temps t: t= soit en le reportant dans I'expression de x :

v —v3 =2a(x—xp)

4. Un mouvement est dit accéléré si la norme de sa vitesse augmente au cours
du temps (le produit scalaire a.v > 0).

Un mouvement est dit retardé si la norme de sa vitesse diminue au cours du
temps (le produit scalaire a.v < 0).

Corrigé 5

1. Le mouvement de la balle est rectiligne uniformément varié.
Equation de la trajectoire :
a=g—=a=—gonintégre = v(t)=—gt+cte (at=0v=vy=> -1

cte = V()) l g

o 1,
v(t) =—gt + vpon intégre = z(t) = —Egt + Vot + 2z

7z, correspond a la hauteur h de 1'immeuble.

Cinématique
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z(t)= —%gt2 +vot+zg =>z9=h =—%gt2 +votat=6,0s(z=0)
La balle touche le sol at=6s, soit :

h= —%9,8><6,O2 +24,5%6,0
h=29,4m

2. La balle atteint sa hauteur maximale lorsque la vitesse s'annule, soit pour un
tempst=t;:

vit)=—gt; +vo=0=t; = Yo que l'on reporte dans 1'équation de z(t) :
g

2
2
z(ty) = —lg(ﬁj + vy (&j-‘rh =z(t) = Yo 4
2°\¢g g 2g
. . 24,5
Application numérique : z(t;) = +29,4
2x9,8

z(t;) =60 m
3. Au bout de 4 s, la hauteur atteinte par la premiére balle vaut :
zZ(t=4)= —%><9,8><42 +24,5%x4+29,4=z(t=4)=49 m.

La vitesse est alors de : v(t=4) =-9,8 x4 + 24,5 =-14,7 ms .

On écrit les deux équations de trajectoire des balles 1 et 2 en “Zlg
prenant comme origine des temps le moment ou l'on a laché la hy- 3
balle 2. [ Vo
Zl('f):—%gt2 —vot+hjavec h; = 49 m et vo = —14,7 m.s™' et 0

zz(t):—%gtz +h

On a z(t) =2z (t) :—lgtz +vot+h, = —lgt2 +h = =2
2 2 Vo
Application numérique : t= # =t=1,33s.

At=133s, zz(t)z—%x9,8x82+29,4

|2:(1,33)~ 21 m|

Corrigé 6

1. Un mouvement est rectiligne si sa trajectoire est une droite. Il est dit uniforme
si la norme du vecteur vitesse est constante.
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2. Pendant le temps de réaction, il n'y a aucune action du conducteur, le mou-
vement reste donc identique (rectiligne uniforme). Entre 0 <t < t, I'expression

de la vitesse est :
L'expression de la vitesse s'obtient en projetant le vecteur accélération sur l'axe

3. La décélération est constante : a = —ay€y.

Ox et en intégrant :
X =—a) = X = Vv =-—apt +cte
La constante cte, se détermine pour le temps t = tg (v =vp) :

V(tr) = Vo = —aptg + cte = cte = v, + agtg soit :
‘V(t) =-a(t—tr)+ Vo‘

Ig -
Q
$

4. Position du véhicule :
Entre t =0 et t = tg, x(t) = vot (puisque x(0) = 0).
Pour t > tg, on intégre l'expression de v(t) : x(t) = —a—o(t —tg )? + Vot +cte.

La constante cte s'obtient en utilisant la continuité de la position, soit :

En t =tg, X(tr) = Votr = Votr + cte = cte =0, d'ou :
a
x(t) = —?O(t —tg )? + Vot

v(t;))=0=—a(t —tr) + vy =

5. Le véhicule s'arréte en t = t;
v

t] = —+tg

teh)

. . R a .
On en déduit la distance d'arrét : x(t;)=d, = —Eo(tl —tg)? + Vot; soit:

V
+tR _tR)z +V0(—0+tR)
o
2
Vv
da =—0+ Votr
230

Qo (Vo
2 ap

d, =

2

Vo
ag >
2(D—votn)
30
S

1 _
=—ms.

a,>12 m.s?

L .V
6. On désire que d, < D, soit : 2—°+ Votg <D
o

b

Application numérique : vy =130 km.h™! =
(130/3,6)

>
2(90—(130/3,6) x1,0)

el
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7. Temps d'arréts :

Pour v=90 km/h : t =90/3’6

+1,0 =t :3,1 S.

130/3,6

Pour v=130km/h: t, = +1,0 =>t,=4,0s.

2
. . v
Distance d'arrét : d, = 2—°+ Votr

o
2
Pour v=90 km/h : d, :M+2:da=51 m.
2x12 3,6
2
Pour v=130 km/h : d, :er@: d,=90 m.

2x12 3,6
Résultats logiques (heureusement), on double presque la distance d'arrét en
passant de 90 a 130 km/h, d'ou l'importance de bien faire attention a sa vitesse.

8. Distance parcourue en 2 s (tg + tgeinage), dONC theingge = 1 s puisque tg = 1 s.
Le véhicule s'arréte au boutde 2 s (v=0),ona:

0 =—ag(tr + theinage — tr) + Vo = a9 = Yo soit ap = 36 m.s .
freinage
2
On trouve une distance d'arrét de : d, = M-‘r @ =d,=54 m.

2x36 3,6
On trouve une distance d'arrét inférieure, mais la décélération est importante, et
le temps de total de réaction et freinage, est t-il toujours de 2 s ? Donc en fait il
faut étre vigilant et respecter les distances de sécurité.

Corrigé 7
1. Expression du vecteur position : OM = ré, = 1e¢,
. . dOM . . de® . de
Vecteur vitesse ; V=—— = V= %eeer +15)—& +ne’ — (0 =ont)
dt dt dt dt
‘\7 = [HOe™'E, + e ey
p s _ d°OM dv
Vecteur accélération: a =——=—
dt? dt
_ de® de de® de
d = po——8 +[e” —+ [HO—— & + Hue" —
dt dt dt dt

4 = [HO'E, + [ e 8y + LW Sy — [ e'E,

2. a) Expression du produit vectoriel dans la base de Frenet :
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vV oo[at 0

VAaA=[0A[V?/p=|0
0 |0 v /p
. v
1l vient : ||V A a|| =— soit :
Y
V3
P=1"=
[V ~d]
poe™ |0 0
b) V Ad =|poe™ A 2nw*e™ =0
0 0 2wt
3‘?
Module (norme) du vecteur vitesse : v = \/ (we®)? + (pwe™)? = V2roe® T
o
(&)
3
V3 (x/zrooae“’t) 2R
= = = = |p =2pe”
”V /\a” 2rl@ieet 2rlwiee!
Corrigé 8

1. Equation de la trajectoire :

z . zt . [zt
t =— soit en reportant dans x eety : X =rcos| — | et y =rsin| — |.
bw b b

4 Az
y=Xtan| — /——\
b
On ¢léve au carré x et y K_/
zt . [zt kT
x* =r*cos| — |et y* =r’sin| — |. RN
b b .
Comme 5
zt . 7t o iF ===
cos’| = | +sin’| — |=1, il vient : N
b b ] = e B e
x> + y* = r* équation d'un cercle de rayon x % 0%
a et de centre O, et comme z est une fonc- 0

tion linéaire du temps, la trajectoire du point M est une hélice.

2. Expression du vecteur vitesse :
— K - T - dOM
OM=xi+yj+zk et V=—"—
dt
¥ = —rosin oti + rocos cotj +bok
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1
Module : ||\7|| =v =[(-rosinwt)> + (rocos ot)? + b*w? |

||\7|| =v=oVr’+b’
Le vecteur vitesse est constant, le mouvement est uniforme.
Expression du vecteur accélération :
d*OM _ dv

3= -
de? dt

d = —1* cos mti — ra’ cos mt]
1
Module : ||ﬁ|| =a =[(-re’ sinwt)* + (re’ cosot)* ]

a =T

3. Pas de cette hélice : le pas de I'hélice correspond a la hauteur atteinte quand

. 2n .
0 a parcouru 2, soit pour t =—. Soit :
®

Un pas p= 2nb‘

4. Calcul de vea :
Ved = (—rosin oti + rocos ot] + bok )s(—re? cos oti — re’ cos otj)
Ved = r’@’ sin ot cos ti — r’ @’ sin wt cos wt
Le produit scalaire est nul, ce qui implique que le vecteur vitesse est perpendi-
culaire au vecteur accélération donc, 1'accélération est parallele au plan xOy,
elle est purement normale.

5. Vecteur position OM dans la base cylindrique.
OM = OH + HM
OM = €, +Z€,

6. Vecteur vitesse :

dOM . dr. de dz. . .
— = V=—=¢ +trI +—¢, (&, vecteur unitaire constant)
dt dt dt dt

Vv =10€5 + bOE, ou V =rméy + bwe,

Module : v = ov1? +b%.

e = AV dEy \
Vecteur accélération : a = d_ = rood— —>a=-To¢
t t

<!

Module : a = ra?.
On confirme bien sur les résultats de la question 2.
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7. Montrer que le vecteur vitesse fait un angle a constant avec le plan (Ox,
v bw
o
Tr®

Oy).
Ona :
r
ou tano =—
r

cosSQL = ——
V1?2 +b?
Ou on peut utiliser le produit scalaire ve€, car comme V = rwéy +bweé, on a :
r®ey qui est la vitesse du point H (projection du point M dans le plan xOy), H

bwé, qui est la vitesse du point Z (projection du point M sur l'axe Oz), Z a un

décrit un mouvement circulaire.
mouvement rectiligne uniforme.
Vo€, = (rm€y + bwe, )e€, =bw et Ve¢, = ||\7||.||éZ ||cosoc
b o
r‘+b '~
<
)
(&)

g

bo = V.

8. Rayon de courbure p de la trajectoire.
L'accélération est normale : @ = —r@’€, soit: p=— =

2 @+
P= oy

> +b?
p=( )
r

Corrigé 9
On étudie un mobile M,, assimilé & un point matériel (ou corpuscule), en mou-
vement uniforme dans le référentiel du laboratoire & la vitesse de 25 cm.s ™, sur

une piste qui comporte quatre portions :
— un segment rectiligne AB de longueur 1 m ;

—un quart de cercle BC de longueur 50 cm ;
— un quart de cercle CD de longueur 75 cm ;
— un segment rectiligne DE de longueur 2 m.
La piste est parcourue par M, de A vers E :
1. Le mouvement du point M, et uniforme, donc sa vitesse est constante.
Longueur totale de la piste : AE= AB + BC+ CD + DE
AE=425m=425cm
AE 425
=>T=—"
\4 25

Connaissant la vitesse, on en déduit t: t1=—
2

2. La portion BC est un quart de cercle, le mouvement étant toujours uniforme
R

2BC . Il vient :
o

son accélération tangentielle est nulle et son accélération normale a; vaut —.

Cinématique
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.v?

~2BC
nx0,25°
2x0,50

4

Application numérique : a; = = 2, =0,20 m.s?

.v?

2CD’

3. On effectue le méme raisonnement : a, =

2 B
Or v _ BCa, d'ou a, =—Ca1
2 CD

a—%a
2 31

4. A l'instant t = 0, M, est au point D et My, est au point E.
L'équation de la trajectoire pour M, est : X, = v,t.
L'équation de la trajectoire pour M, est : X, = —vpt + Xg.
Les deux mobiles se rencontrent quand : X, = Xy.

. Xg
Xy =Xp = Vot =—Vv,t +Xg soit au temps t; :

)
|

V, +Vy

. . 2
Application numérique : t, = % = %s ~2,67s.

. 8
5. Distance parcourue par M, : X, = v t; = X, =25 5

6. On cherche : D=x, —x,aladatet=1t.— 1/5.

d=—vpt+xg — vt =>d = (—vp — v,)(t; —%)JFXE

Application numérique : d =(-50— 25)(% - %) +200

Exercice 1

1. C'est une question de cours.
OM =OI+IM = OM = 1%, + 7%,

28 Chapitre 1



2. Vecteur vitesse
dOM

Vim/gry =

Sy

dt
v =—¢ +r(dér +%*
T T T
. (dé}) -
Soit comme =0¢ :
dt )y

V(M/*.R) = I'_ér + I'eée + Zéz

3. Vecteur accélération

Soit Vi) = 1€ + réée +2z¢€,,on dérive pour ol &
. . O
obtenir I'accélération : <
(v 3
a=|—| =
dt Jy
o di.(dg cdr. dO. . (dé) dz.
a=—=¢ +r +0—E +r—=¢c+10| — | +—F¢,
dt dt )y dt dt dt ), dt
. dey P S S T S
Soit comme E =-0¢, : a=rt¢, +10& +0rey +roey + r0(—0¢, ) + Z¢,
R
a=(f—r0?)8, + (210 +10)8, + 76,
4. Vecteur déplacement
L'idéal est de faire un
schéma.
On se déplace de M a M'
de:
dr suivant €,
rd6 suivant €,
dz suivant €,.
1l vient :
dOM = dré, + rdO¢&y + dze,
Exercice 2
1. Description des vecteurs unitaires :
t vecteur tangent a la trajectoire, dans le méme sens que le
mouvement.
Cinématique 29



fi vecteur orienté vers le centre de la courbure et perpendiculaire a t.
b vecteur perpendiculaire au plan contenant t et @i, b = { A fi.

2. Expression de 'accélération :
Le vecteur vitesse est donné par V(M /R) = vt, on en déduit :

5(M/9€)=M:>5(M/S]%)=gf+vE
dt dt o dt 2
i d3 d
dt _dids avecds=pdaet§=V AN
dt dsdt dt N
dt n -, o e L
Et T = —, t étant unitaire sa dérivée est un vecteur perpendiculaire.
paa p
aM /Ry =N ipyy
dt p
2
aM/R)= i+ d
t P

3. On effectue le produit vectoriel V(M /R) A a(M/R) soit :
2 2 _ -
A Dt Y i A Yt via i = Y6 (carb=T A ).
dt p dt p p

3

YM/R)YAGM/R)=—Db

On prend la norme :

||V(M /RyAra(M/ ER)” = V—3“BH (5 vecteur unitaire)
p

V3

T R) Aa(M )

Exercice 3

1. Le point passe du O au point C avec un mouvement uniforme a la vitesse an-
gulaire ®. Il décrit un demi-cercle en un temps :

_ T 0 I C
T= 5 m2-o N\ ® ¥
A P
2. Le triangle OIB est isocele. Le point B se dé- 7
place a la vitesse angulaire donc I'angle OIB = ot.
X

On a dans ce cas : wt+2[§—cp}=n

Chapitre 1



ot

2
Expression de p : le triangle OBC est rectangle en B, il vient :

. ot
p=2bcos(g—(pj soit p=2bsing et p=2bs1n%

3. Le triangle AOB est rectangle en O.

. . .ot ot
s1noc=£ = sSInoL=SIn—So1t : (oL =— J b
2b 2

4. Coordonnées cartésiennes

OA =2bcos ae, = 2b cos%[éZ

— R . . ot t_ . ot . ot
OB = pcos e, +psin e, = 2bsm®700s(%ex + 2bs1n%sm%ey

On utilise les relations trigonométrique suivantes :
1—cos(2a)
2

2sinacosa =sin2a et sina =

OB =bsinoté, +b(1-cosmt)é,.

On en déduit, les coordonnées de J :

thsinoat ;Y =E(1—cosmt) 1 Z =bcos&t
2 2 2

5. Vecteur vitesse : V= %

. bw _ b . _ bo . ot_
vV =——coswte, + —smawte, ———simn—¢,
2 2 2 2

bw - . . ot
— (coswte, + sin wté, —sin—¢,)
2 2

2
Norme : v? = (b_oo (1 + sin? ot
2 2

2
Valeur moyenne : <v2> = (cho) (1 + lj (la valeur moyenne de sin> a = 1/2)

<
Il

2
3b2 e’
()2

Cinématique
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. \ . ., ot .
6. Sur l'intervalle de temps de t =0 4 T =n/, la fonction sin? > est croissante,

donc le mouvement de J est accéléré.

Exercice 4

1. Le roulement sans glissement impose que l'arc HM soit égal a OL. 1l vient :
HM =R0(t) d'ou :

OH = RO(t)

2. Expression des vecteurs :
OC=OH +HC = OC=R6(1)§, + R, = OC = Rotz, +R&,
CM = —R5in 08, — Rcos 0¢e, = CM = —Rsin té, — R cos ote,
3. Vecteur position :

OM = OH + HC + CM

OM = Rotg, + Ré, —Rsinwté, — R cosmte,

OM = R(wt—Rsinwt)é, +R(1-cosmt)é,

Courbe

AY

v
TN =a=
/ Ya N . \
/ ‘5 v

R / G /

/ \ |

’ /

0] nR 2nR X >

4. Vecteur vitesse :
_ dOM _ Rdot. dsinot _ dcosomt _
V=——=V= e — ¢, —R €y

dt

Chapitre 1

dt

dt

vV =Ro(1-cosnt)é, + Rosinote,

vV =Ro((1-cosmt)e, +sin ote, )




5.Norme : v =4/vi +Vv;
V= Rm\/ ((1-cosot)? +sin ot = Rov1-2cosot+cos? mt + sin? ot

v =Rm\/2(1-cosmt) etl—cosoc=2sin23
v=Ro 4sin2%t =

. t
smw— ou v=2Rm sin9
2 2

v=2R®

. . . 0 .
Pour 0 variant de 0 a &, sin— >0, le mouvement est accéléré.
Pour 0 variant de « a 2, s1n5 <0, le mouvement est décéléré

6. Vecteur accélération : a = d_
t

a = Ro(wsinoté, + wcos mte, )
a = R’ (sin oté, + coswte,)

a =Rw?

Norme : a = Ro?+/sin? ot + cos® ot

L'accélération est constante au cours du mouvement.

Orientation du vecteur accélération :
CM = -Rsin oté, — R cosoté, = sin wté, + coswté, = ——— soit :

a est toujours orienté vers le centre C de la roue.

7. Voir le schéma ci-dessus.
v
¥

sinot _
Sy

Cx

8. Le vecteur 7 est dirigé suivant le vecteur vitesse T =
(I-cosmt) .

T= 5 =T= o -
2Rmsin — 2sin— 2sin—
2 2
., . ot ot
2sin? — 2sin—cos—
2 g, — 2 g,
2sin—
2

Ro((I-cosmt)é, + sin wte, )

:E:

ZSinm—t
2

Corr,:g .

Ss
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9. Expression de i3 :
dt

. dz ..
Expression de - : on écrit —
S

di _
ds

10. Le rayon de courbure est défini par p =

di
ds

. . . dt
On pouvait aussi passer par la relation : —

Chapitre 1

18

Al

. ot ot _
= sm?ex +cos—=¢y

d o
— =—cos
dt 2

dt

ot

2
dt dt

ds dtds

dt 1
-2t

v dt ds 2R® sin7

ot _,

(m ot _.
—cos—
ot 2 2

— € ——sin—¢,
2

€ —
2

G _1&

dt 1
—_ = —
ds vdt

ds 4R

1/2

1

dz
:> —
ds

,ot ., o
cos 7+sm —

—-1/2

sin

2 ot

ot
=4Rsin—
P 2

t

V.
—n
p

® \/ , ot
—,/COS8" —
ot 2
2

ot
+Sin® —
2

. ot
—sin—¢,

—-1/2

)



Chapitre 2

Lois de Newton et forces

La dynamique est I'étude des mouvements en fonction des causes (les forces)
qui les produisent.

Les systémes étudiés sont assimilés & des points matériels ou a des solides en
translation dont le mouvement est décrit par rapport au centre de masse.

A. Masse, quantité de mouvement

1. La masse

La masse (en kilogramme kg) caractérise la quantité de matiére contenue
dans le systéme. La masse m, d'un systéme sera en général invariable dans le
cadre de la mécanique newtonienne.

Le centre d'inertie I (ou centre de gravité G) d'un systéme, est le barycentre des
points M; de masse m; défini par :

imiO—Mi
Ool==

2. m,
i=1
2. Quantité de mouvement

La quantité¢ de mouvement d'un point matériel de masse m animé d'une vitesse
v(M /$R) dans un référentiel R, est définie par :

pP(M/R)=mv(M/R)
Pour un systéme matériel, constitué de n point matériel M; de masse m;, et se
déplacant a la vitesse V;dans le référentiel d'étude, la quantité de mouvement
est donnée par la somme de tous les vecteurs quantité de mouvement :

i
p= 2 miVi
1

n

i

Comme les masses sont constantes dans le temps :

f)zm—d(iI:f):mVI imi =m
i-1

Lois de Newton et forces
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