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`����7 J���!����b� ��`
����� C 	�� b���a��

�1����)!���b� ���� `��

����� `�� `��� 
��� 	�� �`	���� ����"
��7

A7 .�
������ ��� �������
?�� C 	� b����

`���� 
�!� �� �� 
`���� 
!	`��!7

J���!����b� ��`
����� C 	�� b���a�� �1����)!���b� ���� b�������7

%! R� 
����`

� �� b����

`���� �1!b��� `���� C

{
Max U(x, y) = xαyβ

sc. R = xpx + ypy

J� ��� �����*� ��� 	� b����

`���� b���b�� � 
`��
���� ��� ���	��! 
`�� ��1�	 ����

���
�b��� ��� b����`���� �� �������b��7 U� ��
`���� ��� 	` ���b���� �1���	��! ���

b���!� ��
�!������ ������ ��� 
�!�!���b��7 H����
��� ���5 	� b����

`���� �1` �b�

`�b�� ���!�"� � b�������� ��� 
`���� �� ��� ������5 
������ 	1!
`���� �� 	�� 
��b���

`�b��� �`����`b����7

:9

&! R� 	`��`����� `���b�! ��� C L(x, y, λ) = xαyβ + λ[R− xpx − ypy]7

∂L(x, y, λ)
∂x

= 0 ⇔ αxα−1yβ = λpx

∂L(x, y, λ)
∂y

= 0 ⇔ βxαyβ−1 = λpy





⇒





xpx =
αypy
β

ypy =
βxpx
α

2:3

∂L(x, y, λ)
∂λ

= 0 ⇔ R = xpx + ypy 2;3

(1) → (2) ⇔




R = xpx +
βxpx
α

R =
αypy
β

+ ypy

⇔




R = xpx
α+ β

α

R = ypy
α+ β

β

⇔




x∗(R, px) =
αR

(α+ β)px

y∗(R, py) =
βR

(α+ β)py

U� �!��*� a��� ��� 	` b����

`���� �� b�`��� a��� ��� b�����`��� �� ���b���� ��

������ 2
	�� 	1�������� ��� ��b��5 
	�� �	 b����

��`3 �� �!b�����`��� �� ���b����

�� ��� 
��� 2
	�� �� a��� ��� b���5 
���� 	� b����

`���� 
��� �� 
��
����� �1��

`b�����5 �� 
	�� 	1`���� a��� ���` `���`b��� b�

`�`����
��� `� 
��
���37

P	 ��� ���	� �� b���`#��� b� �!��	�`� 
`� b&�� C �	 ��� b�

�� � ������ 	�� ���b�����

J�aa6K���	`�7 P	 
��
�� �� �!��*�� ��� �!��	�`�� �� �� �`���� �� ��

� ��� ���

����b�b�� �' 
	������� b����

`����� 
������ "��� � !������5 
`� ���

	� �`�� 	�

b`� �1�� !���	�a�� �!�!�`	7

'! R` ���b���� �1���	��! ������b�� ��� 	` ���b���� ��� 
��
�� �� �!���
���� 	1���	��!

`������� �� ���b���� �1�� ������ �� �1�� ���� 
� �� 
��� ����!�7 V��� 	` �!���
����5

�� ����b�� �`�� 	` ���b���� �1���	��! 	1��
������� ��� ��
`���� 
`���`	������ ��

���b���� ��� 
��� �� �� ������7

V (R, px, py) =U (x∗(R, px), y
∗(R, py))

=


αR

(α+ β)px

α 
βR

(α+ β)py

β

=
ααββRα+β

(α+ β)α+βpαxp
β
y

::
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U� ��
`���� ��� b���� ���	��! ������b�� ��� b�����`��� �� ���b���� �� ������ 2
	��

	� b����

`���� ��� ��b��5 
	�� �	 
����` `�������� �� ����`� �1���	��! !	��!3 �� �!6

b�����`��� �� ���b���� ��� 
��� 2
	�� 	�� 
��� ���� !	��!�5 
���� �	 
����` b����

��

�� 
���� ��� ����`� �1���	��! ���` !	��!37

(! R1�������! �� X�� ��� ��� ��	`���� ��� 
��
�� �� ��������� 	�� ��
`���� 
`�6

��`	������ � 
`���� �� 	` ���b���� �1���	��! ������b��7 Y�� !��`���� 
��� 	� a��� x
��� C

x∗(R, px) =−

∂V (R, px, py)

∂px
∂V (R, px, py)

∂R

=−
−α

ααββRα+β

(α+ β)α+βpα+1
x pβy

(α+ β)
ααββRα+β−1

(α+ β)α+βpαxp
β
y

=
αR

(α+ β)px

=x∗(R, px)

R1�������! �� X�� ��� a��� ���
�b�!�7

)! H

	�b`���� ��
!����� `��b C

� α = 3/4 �� β = 1/4

� R = 165 px = 2 �� py = 17

R�� ��
`���� 
`���`	������ ���� C

x∗(16, 2) =
3/4 · 16

(3/4 + 1/4) · 2
= 6

y∗(16, 1) =
1/4 · 16

(3/4 + 1/4) · 1
= 4

R1���	��! `������� ��� ���b C

U(6, 4) = 63/441/4 ≈ 5, 4

:;

: ; < = > ? @ A B :9 :: :; :< := :> :?

:

;

<

=

>

?

@

A

B

:9

::

:;

:<

:=

:>

:?

9

x

y

R� 
`���� �
��
`	 b����� 
`� 	� b����

`���� ��� 	� 
���� (6, 4)5 
���� �� �`�6

���b� ����� 	` b����`���� a���!�`��� �� 	` b���a� �1����)!���b� 	` 
	�� !	����!� ��

	1�������7

:<
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U� ��
`���� ��� b���� ���	��! ������b�� ��� b�����`��� �� ���b���� �� ������ 2
	��

	� b����

`���� ��� ��b��5 
	�� �	 
����` `�������� �� ����`� �1���	��! !	��!3 �� �!6

b�����`��� �� ���b���� ��� 
��� 2
	�� 	�� 
��� ���� !	��!�5 
���� �	 
����` b����

��

�� 
���� ��� ����`� �1���	��! ���` !	��!37

(! R1�������! �� X�� ��� ��� ��	`���� ��� 
��
�� �� ��������� 	�� ��
`���� 
`�6

��`	������ � 
`���� �� 	` ���b���� �1���	��! ������b��7 Y�� !��`���� 
��� 	� a��� x
��� C

x∗(R, px) =−

∂V (R, px, py)

∂px
∂V (R, px, py)

∂R

=−
−α

ααββRα+β

(α+ β)α+βpα+1
x pβy

(α+ β)
ααββRα+β−1

(α+ β)α+βpαxp
β
y

=
αR

(α+ β)px

=x∗(R, px)

R1�������! �� X�� ��� a��� ���
�b�!�7

)! H

	�b`���� ��
!����� `��b C

� α = 3/4 �� β = 1/4

� R = 165 px = 2 �� py = 17

R�� ��
`���� 
`���`	������ ���� C

x∗(16, 2) =
3/4 · 16

(3/4 + 1/4) · 2
= 6

y∗(16, 1) =
1/4 · 16

(3/4 + 1/4) · 1
= 4

R1���	��! `������� ��� ���b C

U(6, 4) = 63/441/4 ≈ 5, 4

:;

: ; < = > ? @ A B :9 :: :; :< := :> :?

:

;

<

=

>

?

@

A

B

:9

::

:;

:<

:=

:>

:?

9

x

y

R� 
`���� �
��
`	 b����� 
`� 	� b����

`���� ��� 	� 
���� (6, 4)5 
���� �� �`�6

���b� ����� 	` b����`���� a���!�`��� �� 	` b���a� �1����)!���b� 	` 
	�� !	����!� ��

	1�������7
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#!$ 2: ��:���� �� �����:		� �� <�
��		:����

Y��� �� b����

`���� ���� 	�� 
�!�!���b�� ���� ��
�!����!�� 
`� 	` ���b����

����`��� C

U(x, y) = xα(y + γ)β

�' x �� y ��
�!������� 	` b����

`���� �� ���� a���� ��)!�����7 R� ������ ��

	1`���� ��� ���! R7 R�� 
��� ���
�b���� ��� a���� x �� y ���� ���!� px �� py7
Pb�5 α �� β ���� 
������� �� α+ β = 17

8������
 # J`	b�	�� 	�� ��
`���� ��b�������� �� 	1`����7

8������
 $ U� ��

��� �!���
`�� �� �����1� 	` *� ��� U

(
βpx
αpy

)α

≥ γ7 J`	b�	��

	` ���b���� �� �!
���� �� 	1`����7

8������
 % X`

�	�� 
��� �!��*�� 	� 	�

� �� Y��
�`��7

8������
 & J`	b�	�� �!���
`�� 	` ���b���� �1���	��! ������b�� �� 	1`����7

8������
 ' X`

�	�� 	1�������! �� X��7

8������
 ( K!���
���� 	�� ��
`���� 
`���`	������ �� b����

`����7

8������
 ) Yb�!
`����� 	� b��
���
��� ��� ���� ����� �� 
`�b�����7

:=

&����4���
  *2 ��2���� �� �����2		� �� 4�
��		2����

#! R�� ��
`���� ��b�������� ���� 	�� ��
`���� �� a���� ��� 
��
������ � �� `����

�1`�������� �� ����`� �1���	��! ����! �� 
���
��`�� 	` �!
���� ���`	� �!b���`��� ��

���b���� ��� 
���7

R� 
����`

� �� b����

`���� �1!b��� `���� C


Min R = xpx + ypy
sc. U = xα(y + γ)β

R� R`��`����� `���b�! ��� C L(x, y, λ) = xpx + ypy + λ[U − xα(y + γ)β ]7

∂L(x, y, λ)
∂x

= 0 ⇔ px = λαxα−1(y + γ)β

∂L(x, y, λ)
∂y

= 0 ⇔ py = λβxα(y + γ)β−1




⇒




x =
αpy(y + γ)

βpx

y =
βpxx

αpy
− γ

2:3

∂L(x, y, λ)
∂η

= 0 ⇔ U = xα(y + γ)β 2;3

(1) → (2) ⇔




U = xα


βpxx

αpy
− γ + γ

β

U =


αpy(y + γ)

βpx

α

(y + γ)β

⇔




U


αpy
βpx

β

= xα+β = x

U


βpx
αpy

α

= (y + γ)α+β = y + γ

⇔




�� U


βpx
αpy

α

≥ γ :




h∗
x(px, py, U) = U


αpy
βpx

β

h∗
y(px, py, U) = U


βpx
αpy

α

− γ

�� U


βpx
αpy

α

< γ :




h∗
x(px, py, U) =


U

γβ

 1
α

h∗
y(px, py, U) = 0

:>
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#!$ 2: ��:���� �� �����:		� �� <�
��		:����

Y��� �� b����

`���� ���� 	�� 
�!�!���b�� ���� ��
�!����!�� 
`� 	` ���b����

����`��� C

U(x, y) = xα(y + γ)β

�' x �� y ��
�!������� 	` b����

`���� �� ���� a���� ��)!�����7 R� ������ ��

	1`���� ��� ���! R7 R�� 
��� ���
�b���� ��� a���� x �� y ���� ���!� px �� py7
Pb�5 α �� β ���� 
������� �� α+ β = 17

8������
 # J`	b�	�� 	�� ��
`���� ��b�������� �� 	1`����7

8������
 $ U� ��

��� �!���
`�� �� �����1� 	` *� ��� U

(
βpx
αpy

)α

≥ γ7 J`	b�	��

	` ���b���� �� �!
���� �� 	1`����7

8������
 % X`

�	�� 
��� �!��*�� 	� 	�

� �� Y��
�`��7

8������
 & J`	b�	�� �!���
`�� 	` ���b���� �1���	��! ������b�� �� 	1`����7

8������
 ' X`

�	�� 	1�������! �� X��7

8������
 ( K!���
���� 	�� ��
`���� 
`���`	������ �� b����

`����7

8������
 ) Yb�!
`����� 	� b��
���
��� ��� ���� ����� �� 
`�b�����7

:=

&����4���
  *2 ��2���� �� �����2		� �� 4�
��		2����

#! R�� ��
`���� ��b�������� ���� 	�� ��
`���� �� a���� ��� 
��
������ � �� `����

�1`�������� �� ����`� �1���	��! ����! �� 
���
��`�� 	` �!
���� ���`	� �!b���`��� ��

���b���� ��� 
���7

R� 
����`

� �� b����

`���� �1!b��� `���� C


Min R = xpx + ypy
sc. U = xα(y + γ)β

R� R`��`����� `���b�! ��� C L(x, y, λ) = xpx + ypy + λ[U − xα(y + γ)β ]7

∂L(x, y, λ)
∂x

= 0 ⇔ px = λαxα−1(y + γ)β

∂L(x, y, λ)
∂y

= 0 ⇔ py = λβxα(y + γ)β−1




⇒




x =
αpy(y + γ)

βpx

y =
βpxx

αpy
− γ

2:3

∂L(x, y, λ)
∂η

= 0 ⇔ U = xα(y + γ)β 2;3

(1) → (2) ⇔




U = xα


βpxx

αpy
− γ + γ

β

U =


αpy(y + γ)

βpx

α

(y + γ)β

⇔




U


αpy
βpx

β

= xα+β = x

U


βpx
αpy

α

= (y + γ)α+β = y + γ

⇔




�� U


βpx
αpy

α

≥ γ :




h∗
x(px, py, U) = U


αpy
βpx

β

h∗
y(px, py, U) = U


βpx
αpy

α

− γ

�� U


βpx
αpy

α

< γ :




h∗
x(px, py, U) =


U

γβ

 1
α

h∗
y(px, py, U) = 0

:>
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$! R` ���b���� �� �!
���� ��
�!����� 	` �!
���� 
���
`	�5 
��� ��� 
��� ����!�5

��� ���� 
`��� 	� b����

`���� 
��� `�������� �� b���`�� ����`� �1���	��!7

R` b�������� U


βpx
αpy

α

≥ γ ���5 
`� ��
��� ��5 ���
�b�!�7 U� 
��� ���b ���	����

	1��
������� ��� ��
`���� ��b�������� �� 	` ���
� C




h∗
x(px, py, U) = U


αpy
βpx

β

h∗
y(px, py, U) = U


βpx
αpy

α

− γ

R1��
������� �� 	` ���b���� �� �!
���� ��� ���b C

e(U, px, py) = h∗
x(px, py, U)px + h∗

y(px, py, U)py

⇔ e(U, px, py) = U


αpy
βpx

β

px +


U


βpx
αpy

α

− γ


py

⇔ e(U, px, py) = U


αpy
βpx

β

px +


βpx
αpy

α

py


− γpy

⇔ e(U, px, py) = U


α

β

β pβy

pβ−1
x

+


β

α

α
pαx

pα−1
y


− γpy

⇔ e(U, px, py) = Upαxp
β
y


α

β

β

+


β

α

α


− γpy

⇔ e(U, px, py) = U
pαxp

β
y

ααββ
− γpy

K!�`�	� �� b`	b�	 2�`

�	 C 2α+ β = 13 C


α

β

β

+


β

α

α

=
αβ

ββ
+

βα

αα

=
αβαα

ααββ
+

βαββ

ααββ

=
α

ααββ
+

β

ααββ

=
1

ααββ

:?

%! R� 	�

� �� Y��
�`�� !�`a	�� ��� 	` �!���!� �� 	` ���b���� �� �!
���� 
`�

�`

��� `� 
��� �1�� a��� ����� 	` ���b���� �� ��
`��� ��b������� �� b� 
"
�

a���7 Y��� C

∂e(U, px, py)

∂pi
= h∗

i (px, py, U)

\!��*b`���� 
��� 	� a��� x C

∂e(U, px, py)

∂px
= Uα

pα−1
x pβy
ααββ

= U

(
αpy
βpx

)β

= h∗
x(px, py, U)

�� 
��� 	� a��� y C

∂e(U, px, py)

∂py
= Uβ

pαxp
β−1
y

ααββ
− γ

= U

(
βpx
αpy

)α

− γ

= h∗
y(px, py, U)

&! U� �`�� ��� 	` ���b���� �1���	��! ������b�� ��� 	` ���b���� ��� 
��
�� �� �!���
�6

��� 	1���	��! `������� �� ���b���� �1�� ������ �� �1�� ���� 
� �� 
��� ����!�7 J1���

	1��`b� ��
!������ �� 	` ���b���� �� �!
����7 P	 ��,� �� 
������ b���� ����� �� ��

�1���	�� 	1���	��!5 ��� ��� �!���
`�� 	` �`��`a	� �!
���`���5 �� b�����!�`�� �!���
`��

	� ������ b�

� ��� �`��`a	�7

e(U, px, py) = U
pαxp

β
y

ααββ
− γpy ⇒ R = U

pαxp
β
y

ααββ
− γpy

⇔ (R+ γpy)
ααββ

pαxp
β
y

= U

⇔ V (R, px, py) = (R+ γpy)
ααββ

pαxp
β
y

:@

9782340-118195_001-360.indd   169782340-118195_001-360.indd   16 17/04/2026   11:2817/04/2026   11:28



$! R` ���b���� �� �!
���� ��
�!����� 	` �!
���� 
���
`	�5 
��� ��� 
��� ����!�5

��� ���� 
`��� 	� b����

`���� 
��� `�������� �� b���`�� ����`� �1���	��!7

R` b�������� U


βpx
αpy

α

≥ γ ���5 
`� ��
��� ��5 ���
�b�!�7 U� 
��� ���b ���	����

	1��
������� ��� ��
`���� ��b�������� �� 	` ���
� C




h∗
x(px, py, U) = U


αpy
βpx

β

h∗
y(px, py, U) = U


βpx
αpy

α

− γ

R1��
������� �� 	` ���b���� �� �!
���� ��� ���b C

e(U, px, py) = h∗
x(px, py, U)px + h∗

y(px, py, U)py

⇔ e(U, px, py) = U


αpy
βpx

β

px +


U


βpx
αpy

α

− γ


py

⇔ e(U, px, py) = U


αpy
βpx

β

px +


βpx
αpy

α

py


− γpy

⇔ e(U, px, py) = U


α

β

β pβy

pβ−1
x

+


β

α

α
pαx

pα−1
y


− γpy

⇔ e(U, px, py) = Upαxp
β
y


α

β

β

+


β

α

α


− γpy

⇔ e(U, px, py) = U
pαxp

β
y

ααββ
− γpy

K!�`�	� �� b`	b�	 2�`

�	 C 2α+ β = 13 C


α

β

β

+


β

α

α

=
αβ

ββ
+

βα

αα

=
αβαα

ααββ
+

βαββ

ααββ

=
α

ααββ
+

β

ααββ

=
1

ααββ

:?

%! R� 	�

� �� Y��
�`�� !�`a	�� ��� 	` �!���!� �� 	` ���b���� �� �!
���� 
`�

�`

��� `� 
��� �1�� a��� ����� 	` ���b���� �� ��
`��� ��b������� �� b� 
"
�

a���7 Y��� C

∂e(U, px, py)

∂pi
= h∗

i (px, py, U)

\!��*b`���� 
��� 	� a��� x C

∂e(U, px, py)

∂px
= Uα

pα−1
x pβy
ααββ

= U

(
αpy
βpx

)β

= h∗
x(px, py, U)

�� 
��� 	� a��� y C

∂e(U, px, py)

∂py
= Uβ

pαxp
β−1
y

ααββ
− γ

= U

(
βpx
αpy

)α

− γ

= h∗
y(px, py, U)

&! U� �`�� ��� 	` ���b���� �1���	��! ������b�� ��� 	` ���b���� ��� 
��
�� �� �!���
�6

��� 	1���	��! `������� �� ���b���� �1�� ������ �� �1�� ���� 
� �� 
��� ����!�7 J1���

	1��`b� ��
!������ �� 	` ���b���� �� �!
����7 P	 ��,� �� 
������ b���� ����� �� ��

�1���	�� 	1���	��!5 ��� ��� �!���
`�� 	` �`��`a	� �!
���`���5 �� b�����!�`�� �!���
`��

	� ������ b�

� ��� �`��`a	�7

e(U, px, py) = U
pαxp

β
y

ααββ
− γpy ⇒ R = U

pαxp
β
y

ααββ
− γpy

⇔ (R+ γpy)
ααββ

pαxp
β
y

= U

⇔ V (R, px, py) = (R+ γpy)
ααββ

pαxp
β
y
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'! R1�������! �� X�� !���b� 	1!�`	��! ����� 	` ��
`��� 
`���`	����� �1�� a��� ��

	1�

��! �� �`

��� �� 	` �!���!� �� 	` ���b���� �1���	��! ������b�� 
`� 	� 
��� �� b�

a��� ��� 	` �!���!� �� b���� 
"
� ���b���� 
`� 	� ������7

S`��!
`�����
��� C

x∗(R, px, py) = −

∂V (R, px, py)

∂px
∂V (R, px, py)

∂R

(! [��	����� 	1�������! �� X�� 
��� ������� 	�� ��
`���� 
`���`	������7 V��� 	�

a��� x C

−

∂V (R, px, py)

∂px
∂V (R, px, py)

∂R

= −
−α(R+ γpy)

ααββ

pα+1
x pβy

ααββ

pαxp
β
y

=
α(R+ γpy)

px

= x∗(R, px, py)

�� 
��� 	� a��� y C

−

∂V (R, px, py)

∂py

∂V (R, px, py)

∂R

= −
−β(R+ γpy)

ααββ

pαxp
β+1
y

+ γ
ααββ

pαxp
β
y

ααββ

pαxp
β
y

=
β(R+ γpy)

py
− γ

= y∗(R, px, py)

:A

)! X!��
! ��`
����� �� 	` ��!���� 
�b��!b���
���� �� b����

`���� C

K�
`���� 
`���`	������

x∗(R, px, py)

M��b���� �1���	��! ������b��

V (R, px, py)

M��b���� �� �!
����

e(U, px, py)

K�
`���� ��b��������

hx(U, px, py)

U(x∗, y∗)


���
�
� �� ���

L� ���	`�� R

L� ���	`�� U

����� �� ������	�

h∗
xpx + h∗

ypy

:B
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'! R1�������! �� X�� !���b� 	1!�`	��! ����� 	` ��
`��� 
`���`	����� �1�� a��� ��

	1�

��! �� �`

��� �� 	` �!���!� �� 	` ���b���� �1���	��! ������b�� 
`� 	� 
��� �� b�

a��� ��� 	` �!���!� �� b���� 
"
� ���b���� 
`� 	� ������7

S`��!
`�����
��� C

x∗(R, px, py) = −

∂V (R, px, py)

∂px
∂V (R, px, py)

∂R

(! [��	����� 	1�������! �� X�� 
��� ������� 	�� ��
`���� 
`���`	������7 V��� 	�

a��� x C

−

∂V (R, px, py)

∂px
∂V (R, px, py)

∂R

= −
−α(R+ γpy)

ααββ

pα+1
x pβy

ααββ

pαxp
β
y

=
α(R+ γpy)

px

= x∗(R, px, py)

�� 
��� 	� a��� y C

−

∂V (R, px, py)

∂py

∂V (R, px, py)

∂R

= −
−β(R+ γpy)

ααββ

pαxp
β+1
y

+ γ
ααββ

pαxp
β
y

ααββ

pαxp
β
y

=
β(R+ γpy)

py
− γ

= y∗(R, px, py)

:A

)! X!��
! ��`
����� �� 	` ��!���� 
�b��!b���
���� �� b����

`���� C

K�
`���� 
`���`	������

x∗(R, px, py)

M��b���� �1���	��! ������b��

V (R, px, py)

M��b���� �� �!
����

e(U, px, py)

K�
`���� ��b��������

hx(U, px, py)

U(x∗, y∗)


���
�
� �� ���

L� ���	`�� R

L� ���	`�� U

����� �� ������	�

h∗
xpx + h∗

ypy
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#!% .�
��		:���� �� �
����;�� �
 <��


Y��� �� b����

`���� ���� 	�� 
�!�!���b�� ���� ��
�!����!�� 
`� 	` ���b����

����`��� C

U(x, y) = x1/4(y + γ)3/4

`��b γ > 07 R�� �`��`a	�� x �� y ��
�!������� 	` b����

`���� �� ���� a����

��)!�����7 R� ������ �� 	1`���� ��� ���! R7 R�� 
��� ���
�b���� ��� a���� x �� y ����

���!� px �� py7

8������
 # ������� 	�� b���a�� �1����)!���b� �� b����

`���� �� ��
�!������6

	�� �`�� �� ��
 �� (x, y)7

8������
 $ J`	b�	�� 	�� ��
`���� 
`���`	������ �� b����

`���� �� ���		`��

� ���������� ���� ����`����� 
����a	��7

8������
 % J`	b�	�� 	` ���b���� �1���	��! ������b��7

8������
 & H

	�b`���� ��
!�����7 K!���
���� 	1���	��! ������b�� `��b C

:7 γ = 105 px = 15 py = 6 �� R = 107

;7 γ = 105 px = 15 py = 6 �� R = 527

;9

&����4���
  &�
��		2���� �� �
����3�� �
 4��


#!

U(x, y) = x1/4(y + γ)3/4

⇔ (y + γ)3/4 =
U

x1/4

⇔ y =
U

4/3

x1/3
− γ

:7

∂y

∂x
= −1

3
· U

4/3

x4/3
< 05 	` b���a� �1����)!���b� ��� �!b�����`���7

;7

∂2y

∂x2
=

4

9
· U

4/3

x7/3
> 05 	` b���a� �1����)!���b� ��� b������7

<7 K� 
	��5 lim
x→0

y = +∞ �� lim
x→U4

γ3

= 0

U� b����`�� ��1�	 ������ �� !���	�a�� �� b���7 U� 
��� 	� 
�!���� � � ��� 	1��

�!b����� 	` ���b���� �1���	��! C U(x, y) = x1/4(y+ γ)3/47 R1���	��! ���� ���� 
�������

	�	� �� 	` b����

`���� �� a��� y ��� ��		�7 K � 	���5 ��� `a���b� �� a���� y

��� "��� b�

���!� 
`� 
	�� �� a���� x7 R�� b���a�� �1����)!���b� ���� b������

	1`�� ��� `a�b����� 2`�� �' y = 037

: ; < = > ? @ A B :9 :: :; :<
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Y��� �� b����

`���� ���� 	�� 
�!�!���b�� ���� ��
�!����!�� 
`� 	` ���b����

����`��� C

U(x, y) = x1/4(y + γ)3/4

`��b γ > 07 R�� �`��`a	�� x �� y ��
�!������� 	` b����

`���� �� ���� a����

��)!�����7 R� ������ �� 	1`���� ��� ���! R7 R�� 
��� ���
�b���� ��� a���� x �� y ����

���!� px �� py7

8������
 # ������� 	�� b���a�� �1����)!���b� �� b����

`���� �� ��
�!������6

	�� �`�� �� ��
 �� (x, y)7

8������
 $ J`	b�	�� 	�� ��
`���� 
`���`	������ �� b����

`���� �� ���		`��

� ���������� ���� ����`����� 
����a	��7

8������
 % J`	b�	�� 	` ���b���� �1���	��! ������b��7

8������
 & H

	�b`���� ��
!�����7 K!���
���� 	1���	��! ������b�� `��b C

:7 γ = 105 px = 15 py = 6 �� R = 107

;7 γ = 105 px = 15 py = 6 �� R = 527

;9

&����4���
  &�
��		2���� �� �
����3�� �
 4��


#!

U(x, y) = x1/4(y + γ)3/4

⇔ (y + γ)3/4 =
U

x1/4

⇔ y =
U

4/3

x1/3
− γ

:7

∂y

∂x
= −1

3
· U

4/3

x4/3
< 05 	` b���a� �1����)!���b� ��� �!b�����`���7

;7

∂2y

∂x2
=

4

9
· U

4/3

x7/3
> 05 	` b���a� �1����)!���b� ��� b������7

<7 K� 
	��5 lim
x→0

y = +∞ �� lim
x→U4

γ3

= 0

U� b����`�� ��1�	 ������ �� !���	�a�� �� b���7 U� 
��� 	� 
�!���� � � ��� 	1��

�!b����� 	` ���b���� �1���	��! C U(x, y) = x1/4(y+ γ)3/47 R1���	��! ���� ���� 
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`� 
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$! R� 
����`

� �� b����

`���� �1!b��� `���� C


Max U(x, y) = x1/4(y + γ)3/4

sc. R = xpx + ypy

R� 	`��`����� `���b�! ��� C L(x, y, λ) = x1/4(y + γ)3/4 + λ[R− xpx − ypy]7

∂L(x, y, λ)
∂x

= 0 ⇔ 1

4
x−3/4(y + γ)3/4 = λpx

∂L(x, y, λ)
∂y

= 0 ⇔ 3

4
x1/4(y + γ)−1/4 = λpy





⇒


xpx =

(y + γ)py
3

ypy = 3xpx − γpy

2:3

∂L(x, y, λ)
∂λ

= 0 ⇔ R = xpx + ypy 2;3

(1) → (2) ⇔


R = xpx + 3xpx − γpy

R =
(y + γ)py

3
+ ypy

⇔


4xpx = R+ γpy
(y + γ)py + 3ypy = 3R

⇔




�� 3R ≥ γpy :




x∗(R, px, py) =
R+ γpy

4px

y∗(R, px, py) =
3R− γpy

4py

�� 3R < γpy :




x∗(R, px, py) =
R

px
y∗(R, px, py) = 0

%! R` ���b���� �1���	��! ������b�� ��� 	` ���b���� ��� 
��
�� �� �!���
���� 	1���	��!

`������� �� ���b���� �1�� ������ �� �1�� ���� 
� �� 
��� ����!�7 V��� 	` �!���
����5

�� ����b�� �`�� 	` ���b���� �1���	��! 	1��
������� ��� ��
`���� 
`���`	������ ��

���b���� ��� 
��� �� �� ������7

#�� =;� , �� 3R ≥ γpy5

V (R, px, py) =U (x∗(R, px, py), y
∗(R, px, py))

=


R+ γpy

4px

1/4 
3R− γpy

4py
+ γ

3/4

=


R+ γpy

4px

1/4 
3R+ 3γpy

4py

3/4

;;

$
� =;� , �� 3R < γpy5

V (R, px, py) =U (x∗(R, px, py), y
∗(R, px, py))

=

(
R

px

)1/4

(γ)
3/4

=

(
Rγ3

px

)1/4

&! H

	�b`���� ��
!����� C

:7 `��b R = 105 3R ≤ γpy5 �� ` C

x∗(R, px, py) =
R

px
=

10

1
= 10

��

y∗(R, px, py) = 0

�1�' C

V (R, px, py) =

(
Rγ3

px

)1/4

=

(
104

1

)1/4

= 10

;7 `��b R = 525 3R ≥ γpy5 �� ` C

x∗(R, px, py) =
R+ γpy

4px
=

52 + 10 · 6
4

= 28

��

y∗(R, px, py) =
3R− γpy

4py
=

3 · 52− 10 · 6
4 · 6

=
26− 10

4
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V (R, px, py) = 281/4(4 + 10)3/4 = 21/4 · 141/4 · 143/4 = 21/4 · 14
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$! R� 
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� �� b����

`���� �1!b��� `���� C


Max U(x, y) = x1/4(y + γ)3/4

sc. R = xpx + ypy

R� 	`��`����� `���b�! ��� C L(x, y, λ) = x1/4(y + γ)3/4 + λ[R− xpx − ypy]7

∂L(x, y, λ)
∂x

= 0 ⇔ 1

4
x−3/4(y + γ)3/4 = λpx

∂L(x, y, λ)
∂y

= 0 ⇔ 3

4
x1/4(y + γ)−1/4 = λpy





⇒


xpx =

(y + γ)py
3

ypy = 3xpx − γpy

2:3

∂L(x, y, λ)
∂λ

= 0 ⇔ R = xpx + ypy 2;3

(1) → (2) ⇔


R = xpx + 3xpx − γpy

R =
(y + γ)py

3
+ ypy

⇔


4xpx = R+ γpy
(y + γ)py + 3ypy = 3R

⇔




�� 3R ≥ γpy :




x∗(R, px, py) =
R+ γpy

4px

y∗(R, px, py) =
3R− γpy

4py

�� 3R < γpy :




x∗(R, px, py) =
R

px
y∗(R, px, py) = 0
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�� ����b�� �`�� 	` ���b���� �1���	��! 	1��
������� ��� ��
`���� 
`���`	������ ��

���b���� ��� 
��� �� �� ������7

#�� =;� , �� 3R ≥ γpy5

V (R, px, py) =U (x∗(R, px, py), y
∗(R, px, py))
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
R+ γpy

4px

1/4 
3R− γpy

4py
+ γ

3/4

=


R+ γpy

4px

1/4 
3R+ 3γpy

4py

3/4
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$
� =;� , �� 3R < γpy5

V (R, px, py) =U (x∗(R, px, py), y
∗(R, px, py))

=

(
R

px

)1/4

(γ)
3/4

=

(
Rγ3

px

)1/4
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=
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�� ��� �!b��! �1`		�� 
`���� �`�� �� �`��6����7 R� �`
a����� b�(�� <

����� �� ��� ���! x17 R�� ������ b�(���� ; ����� �� ���� ���!�� x27

� H���� ���
��� �� :9 ����� �� �` ���b���� �1���	��! ��� C

Ua(x1, x2) = min(x1, x2)

� Q���
� ���
��� �� :; ����� �� �` ���b���� �1���	��! ��� C

Uj(x1, x2) = x2
1 + 2x2

8������
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:9

9
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V��� Q���
� 	�� b���a�� �1����)!���b� ��� 
��� !��`���� C

Uj(x1, x2) = x2
1 + 2x2

⇒ x2(x1) =
1

2
(Uj − x2

1)

U� �a����� C

∂x2(x1)

∂x1
= −x1

⇒ ∂x2(x1)

∂x1
< 0

⇒ x2(x1) ��� �!b�����`���7
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⇒ x2(x1) =
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(Uj − x2
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��

∂2x2(x1)

∂x2
1

= −1

⇒ ∂2x2(x1)

∂x2
1

< 0

⇒ x2(x1) ��� b��b`��7

N�`
�����
���5 
��� Q���
� C

: ; < = > ? @ A B :9

:

;

<

=

>

?

@

A

B

:9

9

x1

x2

•

•

•

R� 
!	`��� ��� 
`����� ��� ���!�����

`�� b���a�� �1����)!���b�

Y� �� ��`b� �� ���
��� ��� 	�� ���� 
����� �� b���� b���a� �1����)!���b�5 �� ��

���� b�

�� ��� 	�� 
����� `

`����`�� � b� ���
��� ���� ���� 	` b���a� �1�����6

�!���b� C Q���
� �1`�
� 
`� 	�� 
!	`���� b�	��`����7

$! V��� H���� ���� `���� C

{
Max Ua(x1, x2) = min(x1, x2)
sc. 10 = 3x1 + 2x2

R` ���b���� �1���	��! �1H���� �1��� 
`� ��)!�����`a	�7 J�
���`��5 ���� ���
�6

;?

���� �1�� ���� 
� �1!��`����� � ���� ��b������ C

{
x1 = x2

10 = 3x1 + 2x2

⇒ 10 = 3x1 + 2x1

⇒ 10 = 5x1

⇒ x∗
1 = x∗

2 = 2

V��� Q���
� ���� `���� C

{
Max Uj(x1, x2) = x2

1 + 2x2

sc. 12 = 3x1 + 2x2

R` ���b���� �1���	��! �� Q���
� �1��� 
`� ��`��6b��b`�� ���b 	� 
����`

� �1���


`� b������5 �� �� 
��� 
`� 	� 
`��
����7 P	 ������ ��� ��	����� �� b���7

� Y��� Q���
� �1`b� �� ��� ��� �`
a������ C

x∗
1 = 4 �� x∗

2 = 0 ⇒ Uj = 42 = 16

� Y��� Q���
� �1`b� �� ��� ��� ������ C

x∗
1 = 0 �� x∗

2 = 6 ⇒ Uj = 2 · 6 = 12

M��`	�
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`��
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`���� �
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`	 ��� ���b x∗
1 = 4 �� x∗

2 = 0 7

%! X`

�	�5 
��� 	� a��� x1 C

:7 R1!	`���b��!6
��� εp =
∂x∗

1

∂p1
· p1
x∗
1

;7 R1!	`���b��!6������ εR =
∂x∗

1

∂R
· R

x∗
1

<7 R1!	`���b��!6
��� b����!� εc =
∂x∗

1

∂p2
· p2
x∗
1

7��� -
��� ,

R = p1x1 + p2x2

⇔ R = p1x1 + p2x1

⇒ x∗
2 = x∗

1 =
R

p1 + p2
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� ��;���=��� ���� �� <��
 # C

εp1
=

∂x1

∂p1
· p1
x1

=
−R

(p1 + p2)2
· p1

R

p1 + p2

=
−p1

p1 + p2
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W�`�� 	� 
��� �� a��� : `��
����5 	` ��
`��� �� a��� : ��
����7

� ��;���=��� ���� �� <��
 $ C

εp2
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−p2
p1 + p2
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W�`�� 	� 
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