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A ma femme,
A mes enfants,
A mes parents.

Selon que notre idée est plus ou moins obscure,
L’expression la suit, ou moins nette, ou plus pure.
Ce que 'on congoit bien s’énonce clairement,

Et les mots pour le dire arrivent aisément.

Hatez-vous lentement ; et, sans perdre courage,
Vingt fois sur le métier remettez votre ouvrage :
Polissez-le sans cesse et le repolissez ;

Ajoutez quelquefois, et souvent effacez.

A tous les professeurs

Qui m’ont ouvert esprit aux mathématiques.
Et a tous ceux qui aujourd’hui

Poursuivent leur ceuvre, résistent.






Avant-propos

Cet ouvrage a été congu pour étre un compagnon de I'étudiant de premiere
année de classe préparatoire.

Sa structure chronologique, fondée sur une progression classique, permet
aussi bien :

e un accompagnement quotidien et différencié semaine/week-end ;

e un accompagnement pendant les vacances scolaires pour les
révisions des notions étudiées lors de la période précédente ;

e un accompagnement pour un travail de consolidation des notions de
premiére année avant I'entrée en deuxiéme année.

Ce livre comprend 243 exercices (parfois regroupés) et 17 problémes. Ces
exercices et ces problémes bénéficient dans leur totalité de corrigés trés
détaillés et illustrés de représentations graphiques lorsque le sujet s’y préte.

Les exercices sont de longueur et de difficulté variées. Ils abordent
I'ensemble des savoir-faire utiles et nécessaires a la réussite en premieére
année. Leur résolution fait aussi bien appel a des méthodes classiques qu’a
des prises d’initiative plus originales.

L'aspect technique, qui est essentiel en mathématiques et qui pose probléme
a de nombreux étudiants, n’est pas oublié. Une bonne habileté calculatoire
est en effet un atout précieux et j’ai pour habitude de dire qu’on ne s’entraine
jamais trop a calculer. Et personne ne contestera qu’en tout état de cause, on
ne calcule jamais trop bien.

Les 17 problémes nécessitent un temps de recherche plus long. Ils balayent
les grandes notions de premiére année et constituent un entrainement idéal
pour les devoirs surveillés et les épreuves de concours.

Le contenu de cet ouvrage est fondé sur le programme officiel de MPSI/MP2I
et c’est d’abord aux étudiants de cette filiere qu’il s’adresse.

Je le pense également capable de rendre de fiers services aux étudiants de
toute filiere contenant une solide composante mathématique, en classes
préparatoires comme a I'université (PCSI, BCPST, L1/L2 etc...)

Il peut enfin constituer une intéressante source d’entrainement pour les
étudiants préparant le CAPES ou I'Agrégation de mathématiques.



Malgré le soin apporté a la réalisation de ce livre, des coquilles voire des
erreurs peuvent subsister. Le lecteur pourra s’il le souhaite m’adresser
directement toute correction, et plus généralement tout commentaire a
'adresse électronique : thomasprofmaths@gmail.com.

Je remercie enfin Jonathan Etrog et Rémi Chmura pour la relecture de
certains chapitres de ce livre.
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SEMAINE
Calcul algébrique 1

% EXERCICES DE LA SEMAINE

Exercice 1. Opérations sur les inégalités, valeur absolue
1- Sans étude des variations, encadrer pour tout x € [1; 5], la quantité :

()_4x2—3
) =51

2- Résoudre dans R l'inéquation : |x — 3| < |2x + 2|.

Exercice 2. Opérations sur les inégalités, valeur absolue, racine carrée

1- Montrer que:

V2++3  12+5V6
3v2—-2V3 6
2- Résoudre dans R l'inéquation: vx2 —9 <x—5

Exercice 3. Calcul de sommes

1- Soit z € C et n € N. Calculer:
n

g ZZk+1

k=0
2- Montrer que pour tout n € N*:

n

Zixi!=(n+1)!—1

i=0
3- Calculer pour tout n € N*:
n

j=ti

M:

\.|p_x

,..
Il
g

Exercice 4. Calcul de sommes, coefficients binomiaux

>

1- Calculer pour tout n € N:



2- Calculer pour tout n € N*:

> e ()
p=0

3- Montrer que pour tout (m;n) € N?:

n

2 ("=

k=0

Exercice 5. Calcul de produits

n désigne un entier naturel.

1- Exprimer al'aide de factorielles les produits suivants :

n n
i=0 j=1

2- Calculer:

n
3m+ 2

10



R | EXERCICES DU WEEKEND

Opérations sur les inégalités, calcul de sommes et de produits

Partie A
Montrer que pour tout (a;b) €] — 1;1[?:

a+b
1+ ab
Partie B
n désigne un entier naturel.
1- Calculer:
ij

2- Soitz € C. Calculer:

1<i,jsn
1_[ Sit)
1<i<jsn

Partie C

Pour tous entiers naturels n et p, on note :

Uy = Z((k +1)P — kP)
k=0

1- En considérant la suite (u, ,), retrouver que :

Zn:k_n(n+1)
2
k=1

2- De méme, retrouver I'expression de :

n n
Z K et Z 3
k=1 k=1

3- En considérant la suite (un,5), montrer que pour tout entier naturel n :

Zn: o _ R0t D@0+ 1D)En? +3n 1)
B 30

1"



% CORRIGE DES EXERCICES DE LA SEMAINE

Exercice 1

1- 1<x<5 > 1<x?<25 (x+ x* estcroissante sur [0; +])
1<x<5=4<4x2<100 (4>0)
1<x<5=>1<4x*-3<97
De plus :
1<x<5=2<2x<10 car 2>0
1<x<5=1<2x-1<9

1 1 1
>— (x+» o est décroissante sur ]0; +oo[)

1<x<5=12> =
x 2x—1-9
1<x<5 ! < ! <1
=> —
R P
On peut ensuite multiplier ces inégalités entre quantités positives :

1 4x%-3
—<—<
9 2x—1

97

Les valeurs extrémes des quantités intermédiaires encadrées n’étant pas
forcément obtenues pour la méme valeur de la variable, on est en général
assez loin d’obtenir les extrema de la fonction (voir ci-dessous pour
I'exemple précédent).

11

10

Now e o @ o~ om

2- Lastratégie générale consiste a se défaire des valeurs absolues.

x—3 six>=3
lx — 3| = 3—x sinon et [2x+2| =

2x+2 six=-1
—2x — 2 sinon

On peut résumer les différents cas dans un tableau :

12




x x<-1 -1<x<3 x=3
[x — 3| 3—x 3—x x—3
12x + 2| —2x —2 2x + 2 2x + 2
[x =3 <|2x+2||3—x<-2x—2|3—x<2x+2|x—3<2x+2

Premier cas
Dans ]| — oo0; —1]:

[x=3|<|2x+2] @ 3—x<-2x—-2

[x—3|<|2x+ 2| © x<-5

On obtient | — o0; —5] comme premier intervalle solution.

Deuxieéme cas
Dans [—1; 3] :

[x =3 <|2x+2] ® 3—x<2x+2
[x —3|<|2x+ 2| ® 3x>1

1
[x — 3| < |2x + 2| @x2§ 3>0)

. 1 . . .
On obtient [g; 3] comme deuxieme intervalle solution.

Troisiéme cas
Dans [3; +oo] :

[x =3 <|2x+2] @ x—3<2x+2
[x =3|<|2x+ 2| & x> -5
On obtient [3; 4+0o[ comme troisieme intervalle solution.

Finalement :

Graphiquement :

§ =] - o0; 5]

10
9

o[+l
— 400
31

y=|2x + 2|

H
8 -5 -4 -3 -2 -1 of

13




Exercice 2

1- Onmultiplie le numérateur et le dénominateur par la quantité conjuguée
du dénominateur :

VZ+\3 (V2 +V3)(3VE+2V3)
3W2— 243 (3\/5 _ 2\/§)(3\/§ + 2\/§) Cette stratégie permet de

systématiquement
VZ+43 _ 6+2V/6+3V6+6 éliminer les racines

3WV2—-2V3 (3\/5)2 — (2\/§)2 carrées du dénominateur.
V243 12+45V6  12+5V6
3W2—2¢/3 18—-12 6

2- On peut se placer dans l'intervalle [5; +oo[ puisque x —5 >0 est une
condition nécessaire évidente.
Dans cetintervalle les deux membres sont positifs et on peut alors passer
aux carrés pour se défaire de la racine.

Dans [5; +oo] :

Vi —9<x-5 & Vx2—9 < (x —5)? (x » x? croissante sur [0; +])
Jx2—9<x-5 e x2—9<x?—10x + 25

Jx2—9<x-5 o 10x < 34

Jx2—9<x-5 o x<34 (10> 0)

Finalement § =@ puisque les conditions x>5 et x <3,4 sont
incompatibles.

Graphiquement :

Exercice 3

1- On peut se ramener au calcul d’'une somme de termes consécutifs d'une
suite géométrique en observant que pour tout z € C ettout k € Z:
72k+1 — 5 (ZZ)k

14



Soit z € C etsoit n € N.
n n

Z L2k Z 2% (22)* = z x kZO(Zz)k

k=0 k=0
Il faut différencier les cas z2 =1 et z% # 1.

e SizZ=11iesiz=+1 alors:
n

2k+1 n+1siz=1
Z 221_(n+1)2_ n—1siz=-1

k=0
o Siz?=# 1lalors:

n
1— (22" z—2
Z S2kH1 — 5 _

1—272 1—2z

2n+3

2
k=0

2- On peut se ramener a une somme télescopique en observant que pour
tout i €N, ixil=>G0+1-1Dxil=>0+1D!—il
Pour tout n € N*:

n

xi!=Z((i+1)!—i!)=(n+1)!—1!=(n+1)!—1.

i=0 i=0
3- Pourtout n € N*:

n

REIDIETS Y)Y yPEE

i=1 j=i 1<isjsn j=11i=1 j=1 j=1

\.|>_x
&‘|>_\

Dans une somme double avec indices dépendants, il faut veiller a toujours
respecter la relation entre les indices. Par exemple, si 1<i<j<n:a
chaque valeur de i entre 1 et nn, on fait varier j entre i et n ; ou a chaque valeur
de j entre 1 et n, on fait varier i entre 1 et j. On peut donc écrire :

DETDY XYY

1<i<jsn i=1 j=i j=1i=1

Exercice 4

1- Pourtout n € N:

2= Y (e

k=0 k=0

15




2- Pourtout n € N*:
n n
n n
—1)p = —1)P1"P = (1 — 1" =
Y ()= ()T =a-nr=o0
p=0 p=0
3- On peut se ramener a une somme télescopique en utilisant le triangle de
Pascal. Pour tout (m;n) € N? ettout k € [0;n] :
m+ky_(m+k+1y_ m+k
( m )_( m+1 ) (m+1)
Ainsi :
n
Z m+k m+k+1 (m+k)]
m+1 m+1
k=0 k:()
n

(m+k)=(m+n+1)_ ( m ) =(m+n+1)

m m+1 m+1 m+1
k=0 =0
car m<m+1
O
Exercice 5
1-
n
1 n+ 3)!
-P1=§<1x2x1—[(i+3)> 1—[ ( )
i=0
n
i ﬂ ﬂ( )=l [
Sl v )= 1) 11 ﬂf
l 1] n j=1 j=n+1 n
D’ou:
B (2n)!
Y
2- 1l s’agit d’'un produit télescopique :
P=ﬁ3m+2= mei(Bm+2) [MheaBm+2) 5
A3m+5 n-1(3m+5) ”+1 "l3m+2) 3n+5
O

16



CORRIGE
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& CORRIGE DES EXERCICES DU WEEKEND

Partie A
Pour tout (a;b) €] — 1;1[%:
a+b
<1leo |la+b|<|l14+ab| car|l+ab|>0
1+ab
Comparer deux nombres positifs revient a comparer leurs carrés. Ainsi :
a+b
<1e b|> < |1+ ab|?
1+ab la+bl 11+ abl
a+b
<1e b)? < (1 + ab)?
1+ab (@+b) (1 +ab)
De plus::

(a+b)?—(1+ab)? =a?+2ab +b?>—1—2ab — a®b?
(a+b)?>—A+ab)>=a?’(1-b*)+b?>-1

(a+b)?—(1+ab)? =a*(1-b%—(1-0b?
(a+b)?—(1+ab)?=(1->b*(a*-1)

Or par hypothése 1 —b? >0 et a2 —1 < 0.

Il en découle que pour tout (a; b) €] — 1;1[2, (a + b)? < (1 + ab)?.
Et finalement que pour tout (a;b) €] — 1;1[%:

a+b
1+ ab
Partie B
n n n
v [ n( i) - ﬂ(jn]_[i>=]_[o'nn!)
1<i,jsn i=1 =1 i=1 j=1

S

n

1_[ ij = ()" j| =@)rmH® = mH"

1<i,j<n j=1

2- Soit z € C.

n j n . j
[T =[] x) =] ][] ]~

1<isjsn j=1 \'i=1 j=1 i=1

n . n
7t = ZJZZ](];D) = (Z%JZZ%) = z22j=1)"  ;72j=1J
1<isjsn j=1 Jj=1



Or:

l\JIUJ

- 1w n(n+1)(2n+1) n(n+1) n(n+1)2
Z EZ A" 2

Finalement :

1—[ L nn+1)>2?
Zl+] =z 2

1<i<jsn

Dans une somme, un facteur commun a tous les termes peut « sortir » du
signe Y : c’est la mise en facteur.

n
Zlal —AZ
i=1

Dans un produit, un facteur commun a tous les facteurs peut aussi « sortir »
du signe [| mais il apparait alors a une puissance égale au nombre de facteurs

du produit.
n n
[Ta=#] ]
i=1 i=1
Partie C
1- Soit n € N.

On exprime u,, ; de deux manieres différentes.

n n n n
Un s =Z((k+1)2—k2) :Z(2k+1) =22k+21
k=0 =0 k=0 k=0

un_2=22k+n+1
k=0

Or u, , estaussi une somme télescopique : u, , = (n + 1) — 02 = (n + 1)
Il s’ensuit que :

n n
1
22k+n+1=(n+1)2 et donc Zk=z((n+1)2—(n+1))
=0 k=0

D’ou finalement :

Z (n+1—1)_@

18




2- On procede de la méme maniere avec u, 3 puis avec uy, 4.

= ) (k+1? =k = (n+ 1) = 0° = (n+ 1)
k=0
Mais aussi :

n

Uns = Z((k+1)3 _ k%) = Z(3k2 +3k+1)

k=0

3nn+1
un3_32k2+32k+21—32k2 ( ) n+1

Il en découle que :
3nn+1
32 ( ) +n+1=m+1)3

Il vient alors :

k2=%((n+1)3—W—(n+l)>

2_n+1< 2_S_n_) n+1 n
Zk— 3 (n+1) 2 1 3 (n +2)

zn:kZZn(n+1)(n+1>=n(n+1) 2n+1

- X
2 3 2

Et finalement :

Z": , n+1D@n+1)
k= 6

Puis :
n

e = ) ((k+ D =k = (4 D' = 0% = (n+ D
k=0

Mais aussi :

n

un4—Z((k+1)4 k4)—2(4k3+6k2+4k+1)
un4—42k3+62k2+42k+21

19



Ung =4zk3 +nn+1)C2n+1)+2n(n+1)+n+1
k=0
Il en résulte que :

=—((n+1)3—n(2n+1)—2n—1)

M= TTM:

2 2
n+1 3+n2)=@(n+1)=<w>

k=0

3- Le principe déja éprouvé trois fois dans les questions précédentes, est
désormais clair. Reste la nécessité d’organiser le calcul.

s = ) ((k+1D° = k%) = (n+1)° = 0° = (n + 1)°
k=0

Mais aussi :

n n
Uns = Z((k +1)5 —k5) = Z(Sk4 4+ 10k3 + 10k? + 5k + 1)
k=0 k=0

n
5n°(n+1)? 5n(n+1)@2n+1) Sn(n+1
un5=52k4+ (2 )+ ( ;( )+ (2 )+

n+1

On en déduit que :

z":k4_(n+1)5 n?(n+1)? n@+DErn+1) nn+1) n+l
-5 2 3 2 5

= n+1
Z k* = T(6(n + 1)*—15n?(n+1) — 10n(2n + 1) — 15n — 6)

k=0
n
4 n+ 3 2 \ P ,
z k* = 30 (6n° +9n“ +n—1) apresdéveloppement et réduction
k=0

Or 6n3+9n?+n—-1=2n+1)(3n%+3n-1).

On obtient finalement :

n

Z h = nn+1)2n+1)(Bn%?+3n-1)
B 30

20



SEMOINE
Logique et raisonnements 2

=] Exercices DE LA SEMAINE

Exercice 1. Tables de vérité

Utiliser des tables de vérité pour prouver que les formules ci-dessous sont
des tautologies (i.e sont vraies quelles que soient les valeurs de vérité des
propositions qui les composent).

1- pou (nonp).
2- (pet(p=9q))=>q.
3- (p=>qet@@=>r)=>(@=r).

Exercice 2. Utiliser les quantificateurs, nier une proposition

Soit une fonction f: R = R.
Ecrire avec des quantificateurs les propositions suivantes ainsi que leurs
négations.

1- f eststrictement croissante sur R.
2- f n’estpas bornée sur R.

3- f admet un maximum sur R.

4- f s’annule sur R.

5- f estnulle sur R

6- f s’annule au plus une fois sur R.

Exercice 3. Raisonnement par I'absurde
1- Montrer que si p est un nombre premier alors \/;3 € Q.

2- Montrer que: Vn € N, vn? +2 ¢ N.

Exercice 4. Disjonction de cas

1- Pour tout entier naturel n, on note a,, = 10™ + 3.

a) Montrer que si n = 1 alors a,, n'est pas le carré d'un entier.
b) Déterminer les valeurs de n pour lesquelles a,, peut s’écrire comme la
somme des carrés de deux entiers.

2- Montrer qu'il existe une infinité de couples (a; b) vérifiant :

(a,b) € (R\Q)? et a? €Q

Indication : on pourra s‘aider du 1- de I'exercice 3.
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Exercice 5. Analyse-synthése

Soit une fonction f:R = R et soit k € R".

Montrer que f peut s’écrire de maniere unique comme la somme d’une
fonction affine et d’'une fonction s’annulant en k et en —k.

N | EXERCICES DU WEEKEND

Récurrence, analyse-synthése, raisonnement par I'absurde

Partie A

1- Montrer que pour tout n € N, 10" — (—=1)" est un multiple de 11.

1
(x + —) €Z
x
Montrer que pour tout entier naturel n :
w1
(x + x—n) EZ

3- Soit (vy)ps1 la suite de réels positifs définie par v; =1 et pour tout
entier n > 1:

2- Soit x € R* tel que:

Montrer que :

Partie B
Déterminer toutes les fonctions f : Z — Z telles que :
v(mn) € Z%, f(m+n)+f(m—n)=2f(m)+2f(n) ()
Partie C
Soit n € N* etsoit (a;);<j<n+1 € [0; 1]F2.
Montrer que :

1
3@, ) e [;n+1]% | (iqtj et |ai—aj| SE)
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CORRIGE

% CORRIGE DES EXERCICES DE LA SEMAINE

Exercice 1

1-
p non p p ou (non p)
\Y% F \'
F \Y% \'

et g sont simultanément fausses.

La proposition (p ou q) est fausse si et seulement si les propositions p

2-
plalp=q|p|pret(p=>q)|q|(pet(p=>4q)=>4q
ViV Vv |V \% \% '
VIF| F |V F F '
F|V| V |F F \% '
F|F| V |F F F '

est fausse.

e Laproposition (p = q) estfausse si et seulementsi p est vraie et q

e [l n'est pas indispensable de répéter les colonnes p et g mais cela
peut permettre d’éviter certaines erreurs de lecture susceptibles de
se produire lorsqu’il y a nécessité de se référer a des colonnes non

adjacentes.

3-

plalr|p=>qlg=>r|p=>q@et@=>r) | (p>qget(@=>r)>(@>1)
viv|iv| v v v \
V|V|F \ F F v
V|F|V F \ F \'%
V|F|F F v F v
FI|V| V] V v v \
F|V|F v F F \'%
F|F|V] V \ v \
F|F|F \ \ v \
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Exercice 2

1- V(x,y) ER? x<y= f(x) < f().
Négation: 3(x,y) € R? | (x <y et f(x) = f(¥)).

Une fonction croissante est une fonction qui conserve les inégalités. Une
fonction décroissante renverse quant a elle les inégalités.

C’est valable pour les inégalités strictes - et cela fait parfois une différence
considérable - lorsque la fonction est strictement monotone.

Ces propriétés sont grandement mises a contribution des lors qu’on
manipule des inégalités. Il est essentiel de les garder a I'esprit.

2- VM >0, 3xeR | |f(x)] > M.
Négation: IM >0 | Vx ER, |f(x)| < M.

3- 3a€R | Vx€R, f(x) < f(a).
Négation: Va € R, 3x e R| f(x) > f(a).

Un maximum est un majorant qui est atteint. S'il existe, il est unique.
Par contre, s'il existe un majorant, il en existe une infinité (si M est un
majorant alors tous les M’ > M sont aussi des majorants).

4- IxeR | f(x) =0.
Négation: Vx € R, f(x) # 0.
5- Vx €R, f(x)=0.
Négation: Ix € R| f(x) # 0.

Une fonction qui est nulle sur un ensemble s’annule sur cet ensemble : qui
peut le plus, peut le moins. Par contre, une fonction qui s’annule sur un
ensemble n’'est en général pas nulle sur cet ensemble: le logarithme
népérien s’annule en 1 et nulle part ailleurs.

6- Il y a plusieurs maniéres d’écrire cette proposition. La plus efficace
repose probablement sur le fait d’observer qu’elle signifie que si deux
réels ont des images nulles, alors ils sont forcément égaux. On obtient :

V(x,y) ER?, (f()=f() =0 = x=y)
On aurait aussi pu écrire :
@A'xeR |f(x) =0) ou (Vx ER, f(x)*0)
Négation: 3(x,y) ER? | (x #y et f(x) = f(y) =0)
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Exercice 3

1-

Supposons que \/p € Q:
i a
I(a,b) EZ XN l(‘/—:E etanb=1)
On en déduit que :
a’ 2 2
p= 7z etdonc que a“ = pb
Ainsi p divise a® Et puisque p est premier, p divise a. Il existe donc un
entier a’ tel que a = pa’'.
Il s’ensuit que a? = p2a’? etdonc que p?a’? = pb?.
La simplification par p # 0 donne alors pa’? = b*.
Il en découle que p divise b? et donc que p divise b puisque p est premier.
p divise a et b est alors en contradiction avec a et b sont premiers entre
eux.

Finalement ,/p € Q est une hypothése fausse et donc \/;_) ¢ Q.

Supposons qu’il existe n € N telque N =+vn? +2 €N.
On a alors de maniere évidente N = n.
De plus:

N=yn%2+2 = N2=n?2+2
N=yn?2+2 = N*-n*=2
N=yn?4+2 = (N-n)(N+n)=2

(N —n) et (N +n) sont alors deux facteurs entiers positifs dont le
produit fait 2, avecen outre N +n >N —n.
Il en découle que N et n sont solutions du systeme :

N+n=2 (L)
{N—Tl:l (L2)

Ly + L, donnealors 2N = 3 etdonc N = 1,5:ily a contradiction avec
N e N.

En conséquence I'hypothése « 3n € N | Vn? 4+ 2 € N » est fausse.

Et finalement :
vneN, yn2+2¢N
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Dans le raisonnement par I'absurde, pour démontrer une proposition p, on
suppose non p et on en déduit une contradiction. Il faut donc veiller a

effectivement utiliser ’hypothése non p. Dans le cas contraire, il s’agit au

mieux d'un raisonnement direct mal nommé.

Exercice 4

1-

b)

On réduit le probléme modulo 4.

Considérons un entier naturel n.

n=0(04) = n?=0(4)

n=1014) > n?*=14)

n=24) >n*=4(4) donc n=2(4) = n*=0(4)
n=3(4) >n?’=9(4) donc n=3(4) > n?’=1(4)

Ainsi le carré d’un entier ne peut étre congru qu’a 0 ou 1 modulo 4.

Soit n € N.

10 =2 (4) donc 10™ = 2" (4).

Ainsidésque n>2, 10" =0 (4) et a, =3 (4).

Si n = 2, a, n'est donc le carré d’aucun entier naturel.

De plus :

e ay,=10"+3=4=2?%;

e a, =10+ 3 =13 donca, n'est pas le carré d’un entier.
Finalement si n = 1, a,, n’est pas le carré d’un entier.

D’apres le préambule, la somme des carrés de deux entiers ne peut étre
congrue qu'a 0; 1 ou 2 modulo 4.

On peut alors affirmer d’aprés a) que si n > 2 alors a, ne peut pas
s’écrire comme la somme des carrés de deux entiers.

De plus::
e a,=10°+3=4=0?%+ 2%
e a, =101+3=13=2%2+32

Finalement a,, s’écrit comme la somme des carrés de deux entiers si et
seulementsi n =0 ou n = 1.

Soit p un entier premier.
On a déja montré que \/5 ¢ Q.

. . , 3
Considérons maintenant le réel x = (\/5) .

e Si x € Q alorsla propriété est démontrée ;
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e Sinon, considérons le réel y = xV2. Dans ce cas y=a® avecaeth
dans R\Q.
De plus:
vz\? VEE 2
y=x7=((P)7) =B =p =
Ainsi y € Q.

L'ensemble des nombres premiers étant infini, il y a bien une infinité de
couples (a,b) € (R\Q)? tels que a? € Q.

Nul besoin de le savoir pour démontrer la propriété du 2-, mais si p est

: V2 . : :
premier alors \/E est non seulement irrationnel mais aussi transcendant.
C’est une conséquence du théoreme de Gelfond-Schneider.

O

Exercice 5

Analyse
Soit un réel k non nul et soit une fonction f:R - R s’écrivant f =a+g
avec a une fonction affine et g une fonction s’annulant en k et en —k.
a est affine donc il existe deux réels m et p tels que pour tout réel x :
a(x) =mx+p
L'évaluation de f en k eten —k donne alors :
fk) =alk) +g(k) =mk +p et f(=k)=a(=k)+g(=k)=-mk+p
=0 =0
Il en résulte que m et p vérifient :
{mk +p = f(k) (L1)
—mk +p = f(=k) (L)
De L; + L, ontire:

_fUO) + f(=k)
2
Puis k étant non nul par hypotheése, de L; — L, on tire :
[~ £k
2k

Il en découle que si a existe alors a est unique. Cela impose également
I'unicité de g = f — a.
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Syntheése
Soit un réel k non nul et soit une fonction f:R — R.

Soit a la fonction affine s’écrivant pour tout réel x, a(x) = mx + p avec:

o _fU) — f(=K) ot _fU) + f(=k)
2k P 2
Soitla fonction g:R — R vérifiant g = f — a.
On a par définitionde g, f =a + g.

De plus :
= miep LB OO JOHIER
k) = i+ p TCOIW JWHICR ey

Il s’ensuit que :
gk) = f(k) —alk) =0 et g(=k) = f(=k)—a(-k) =0
Les fonctions a et g ainsi définies conviennent donc.

Leur unicité ayant été prouvée dans la partie analyse, la propriété est
démontrée.

O

La phase d’analyse consiste en la recherche de conditions nécessaires aussi
précises que possible. La phase de synthése consiste a déterminer si ces

conditions nécessaires sont suffisantes.

Dans le cadre de la résolution d’'une équation, cela revient a déterminer les
seuls candidats solutions puis a vérifier si ce sont effectivement des

solutions.
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& CORRIGE DES EXERCICES DU WEEKEND

Partie A

1- Fondons la récurrence au rang 0

10°—-(=1)°=1—-1=0 et 0 =0 X 11 estbien un multiple de 11.
La récurrence est donc fondée au rang 0.

Hérédité

Soit k un entier naturel tel que 10¥ — (=1)¥ = 0 (11) (HR).

10%*1 =10 x 10% (11)

10%*1 = —1 x (—=1)* (11) d’aprés (HR) etcar 10 = —1 (11)

10k+1 = (_1)k+1 (11)

Ainsi 10%*1 — (=1)**1 = 0 (11) et la propriété est héréditaire a partir du
rang 0.

On a donc prouvé par récurrence que pour tout n € N, 10" — (—=1)" un
multiple de 11.

Il estimportant qu'il y ait cohérence entre le ou les rangs auquel ou auxquels
on fonde la récurrence, et le rang a partir duquel on prouve I’hérédité. Car si
on est seulement capable de faire tomber le premier domino et de prouver
que si a partir du deuxieme domino, lorsqu’'un domino tombe il entraine son
successeur, on ne peut pas affirmer que tous les dominos tomberont.

2- Soit x € R*. On note pour tout entier naturel n :

— N _
U, =X +xn

Fondons la récurrence aux rangs 0 et 1

1
x°+—=1+1=2 donc u, € Z
x

1
u; =x+ o € Z par hypothése.
La récurrence est donc fondée aux rangs 0 et 1.
Hérédité
Soit k = 1 un entier tel que u, € Z et uy_; € Z (HR)
On observe que :

1
_ Lk+1 k-1
Ul = X +xk_1 +x +karl

= Ups1 T Ug—1
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Ainsi d’apres (HR) :
U1 = Ul — Ug—1 EZ

La propriété est donc héréditaire a partir du rang 1.

En conséquence, on a prouvé par récurrence que pour tout n € N, u,, € Z.

C’est un exemple de récurrence double. Dans la mesure ou on a besoin que
deux dominos tombent pour entrainer la chute de leur successeur, il est
nécessaire de s’assurer de pouvoir faire tomber les deux premiers.

3- On observe que l'information dont on dispose au rang (n + 1) fait
intervenir la totalité des rangs inférieurs : cela doit inciter a faire une
récurrence forte i.e a considérer pour n > 1 la propriété :

p
P : Vp € [1;n], ==
() vpelLin], v, 27
Fondons la récurrence au rang 1
1
v; = 1 par hypothése donc v, = 7
La récurrence est donc fondée au rang 1.
Hérédité
Soit k = 1 un entier tel que P(k) est vraie. (HR)

k k
z vy = z % d’'apres(HR) et donc :

p=1 p=1
k
Z 1 e+ 1) k(k+1)
V=g 2
p=1
Ainsi :
k(k+1)
N
Vk+1 = 3
De plus::
k(k+1) (k+1)2_2k2+2k—k2—2k—1_k2— 0
8 16 16 16
Ainsi :

2
V2. 2 k(k+1) > (k+1)
8 16
Par croissance de la fonction racine carrée sur [0; +oo[, et puisque vy, et
(k + 1) sont positifs, on obtient :
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k+1
Vk+1 =~

La propriété est donc héréditaire a partir du rang 1.
On a finalement montré par récurrence que pour tout n > 1:
n
Uy = —

4
Partie B
1- Analyse
Soit une fonction f:7Z — Z vérifiant (**).
¢ m=mn=0 donne 2f(0) =4f(0) donc f(0) = 0.
e m=n=1 donne f(2)+ f(0) =4f(1) donc f(2) =4f(1) = 2%f(1).
e m=2etn=1donne f(3)+ f(1) = 2f(2) + 2f(1) donc
f(3)=9f(1) =3*f(1).
Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, f(n) = n*f(1).
» Fondons larécurrence aux rangs 0 et 1
e f(0)=0 et 0%f(1) =0.
o Pxf(D)=1xf(1)=/f(.
La récurrence est donc fondée.
» Hérédité
Soit un entier k > 1 tel que f(k) = k*f(1) et f(k—1)=(k—1*f(1)
(hypothese de récurrence (HR)).
m=k etn=1donne f(k+1)+ f(k—1)=2f(k)+2f(D).
Ainsi :
flk+1)=2k?f(1) — (k—1)?f(1) + 2f(1) d’aprés (HR)
flk+1)=(2k*—(k—1)?+2)f(1)
Or:
2k —(k—1)2+2=2k*—-k*+2k—-1+2=k*+2k+1=(k+1)*
Il en résulte que la propriété est héréditaire a partir du rang 1.
On a donc montré que si f vérifie (*) alors :
vn €N, f(n)=n?f(1)
f étant a valeurs entieéres, cela impose en outre que f(1) € Z.

Finalement les seules fonctions pouvant vérifier la condition (*) sont les
fonctions f:n — an® avec a € Z.
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Syntheése

Réciproquement soit a € Z et soit une fonction f:n - an®.
f estavaleurs dans Z.

De plus pour tout couple (m,n) € Z? :

fim+n)+ f(m —n) = a(m? + 2mn + n? + m? — 2mn + n?)

fm+n)+ f(m—n) = a(2m? + 2n?)

fm+n)+ f(m —n) = 2am? + 2an?

fm+n)+f(m—n)=2f(m) +2f(n).

Finalementles fonctions f:7Z — Z vérifiant (*) sont exactement les fonctions
n - an® aveca € Z.

Partie C

Soit n € N* et soit (a;)1<j<n+1 € [0; 1]™H1.
Supposons que :

1
v(i,j) € [1;n + 1], <i¢j=> |al-—aj|>;) (H)

Quitte a renuméroter les a;, on peut supposer que a; < a; < -+ < Ap4q-

On aalors:
n

lans1r — a1l = apeq —ag = Z(aHl —a;)
i=1

Or par hypothése pour tout i € [1;n+ 1], a;4; —a; > %
Ainsi par I'inégalité triangulaire :

n
1
lansr —asl = Z|ai+1 —a|>n X; =1
i=1

C’est absurde puisque (aq,a,41) € [0;1]%

L'hypothése (H) est donc fausse et on peut par conséquent affirmer que :

1
3(i,j) € [[1;n+1]]2 | (iqtj et |ai—aj| S’Fl)
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Ensembles et applications 3

% EXERCICES DE LA SEMAINE

Exercice 1. Réunions et intersections

Soit F, G et H trois parties d’'un ensemble E.

1- Onsuppose F, G et H non vides.

Montrer que : ((FUG) c (FUH) et (FNG) c (FNH)) = (G c H)
2- Montrer que: F\(F\G) = FNG.

3- Résoudre dans P(E) I'équation: FUX = G.

Exercice 2. Différence symétrique

Soit A et B deux parties d'un ensemble E.

On appelle différence symétrique de A et B, et on note AAB, I'élément de
P(E) défini par AAB = (A\B)U(B\A).

Montrer que :

1- AAB = (AUB)\(ANB).

2- A estune loi commutative et associative sur P(E).
On pourra utiliser une table de vérité pour démontrer I'associativité.

3- AAB=AAC & B=C
4- AAB=0 © A=B.

Exercice 3. Applications définies explicitement
Soit la fonction f définie pour x # 2 par:

3+x
2—x

fG) =

Déterminer deux intervalles maximaux (au sens de linclusion) entre
lesquels f réalise une bijection.

Déterminer alors la fonction réciproque.

Exercice 4. Images directe et réciproque

Soit f la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) = e*Inx.
Déterminer les images directe et réciproque de l'intervalle ]0; 1] par f.
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Exercice 5. Compositions
Soit E et F des ensembles, avec E # @, et soit f € FE.
1- Montrer que f est injective si et seulement si f est simplifiable a gauche.

2- Montrer que f est surjective si et seulementsi f est simplifiable a droite.

On dit que f est simplifiable a gauchesi (fog=foh = g = h).
On dit que f est simplifiable a droitesi (go f =heo f = g =h).

R | EXERCICES DU WEEKEND

Bijections, applications définies explicitement, composition

Partie A

1- Soit E et F deux ensembles, et soit f € FE et g € EF deux applications.

a) Montrerquesi f o go f estbijective alors f et g sont bijectives.

b) Montrer quesi go fogof estsurjectiveet fogofog estinjective
alors f et g sont bijectives.

2- Soit f et g deux bijections de N sur N.

Montrer que le produit fg de N dans N n’est pas surjectif.

3- Soitn un entier naturel non nul. On note E,, = [1;n].

Montrer qu’il existe une unique bijection h de P (E,,) dans P(E,) vérifiant

pour tout A c E,, h(A)NA = Q.
Partie B

Soit f et g deux applications de N dans N vérifiant pour tout n € N :
f(m)=n+1 et g(n) =max (0;n—1)

Etudier I'injectivité et la surjectivité de fet g puis calculer g o f.

Que doit-on en retenir ?

Partie C

1- Trouver toutes les fonctions g € NN vérifiant :
vneN, gln)+gogn) =2n (x)

2- Méme question qu’au 1- avec la condition :
VneN, gm)+geogn)=n (+)
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% CORRIGE DES EXERCICES DE LA SEMAINE

Exercice 1

1- Soit x € G. On raisonne par disjonction de cas.

Si x € F alors x € FNG donc x € FNH par hypothese. Et en particulier,
x € H.

Sinon, x € FUG donc x € FUH par hypothése. Mais puisque x € F, x € H.
On a montré que tout élément de G était un élément de H, ce qui constitue la
définition de G c H.

2- Onva utiliser que de maniére générale : A\B = ANB.On adonc:

F\(F\G) = FN(FNG) = FN(FUG) = FN(FUG) = (FNF) U(FNG)
=0
Finalement on a bien: F\(F\G) = FNG.

Lintersection est distributive par rapport a la réunion et réciproquement.
Pour tous ensembles 4, Bet C :

AN(BUC) = (ANB)U(ANC) et AU(BNC) = (AUB)N(AUC)

3- Il faut avant tout remarquer que si G ne contient pas F alors pour toute
partie X de E, G ne contient pas FUX, et que dans ce cas I'équation n'a
pas de solution :

FEeG=8§=0

Si F c G alors X c G estune condition nécessaire évidente a la réalisation

de FUX = G.

Soit X € P(E) vérifiant X c G.

(FUX)NF = XNF donc FUX = G impose XNF = GNF ie X\F = G\F.

Il s’ensuit que G\F cC X.

Réciproquement, soit X € P(E) vérifiant G\F c X C G.

Linclusion FUX c G estimmédiate.

Soit maintenant x dans G.

e Six€F alors x € FUX;

e Sinon x € G\F donc x € X etpar conséquent x € FUX.

Il en résulte que ¢ € FUX etdoncque G = FUX.

Finalement:
S={XePE)|G\FcXcG}={G\A4; AcCF}
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Exercice 2

1-
>

On raisonne par double inclusion.

Soit x € AAB.

o Six€eA\B alors x€A et x ¢ B donc x € AUB et x ¢ ANB. Et
par conséquent x € (AUB)\(ANB).

e Sinon x €B\A et par symétrie x € (BUA)\(BNA) et par
conséquent x € (AUB)\(ANB). (AUB =BUA et ANB = BNA)

On en déduit que AAB < (AUB)\(ANB).

Réciproquement soit x € (AUB)\(ANB). En particulier x € AUB.

e SixeAalors x €A et x ¢ ANB donc x & B. 1l enrésulte que
x € A\B etdonc que x € AAB.

e Si x € B alors par symétrie x € B\A etdonc x € AAB.

On en déduit que (AUB)\(ANB) c AAB.

Finalement on a bien : AAB = (AUB)\(ANB).

2-

3-

La commutativité de A est une conséquence directe de la commutativité
de la réunion. Pour toutes parties Aet Bde E :
AAB = (A\B)U(B\A) = (B\A)U(A\B) = BAA
Pour prouver 'associativité, on dresse une table de vérité.
Soit (4,B,C) € P(E)3.

A | B | C|AAB | (AAB)AC | BAC | A | AA(BAC)
VIV|V| F \'/ F |V \'
VIV|F| F F V |V F
VIF|V] V F V |V F
VIF|F| V \ F |V \
FIV|V] V F F |F F
FIV|F| V \' V |F \'
FIF|V| F \'/ V |F \'
FIF|F| F F F |F F

Il ressort de cette table que (AAB)AC = AA(BAC) et donc que A est
associative.

x € AAB est faux si et seulementsi x € 4 et x € B ontla méme valeur
de vérité.

Le sens réciproque (B = C = AAB = AAC) est trivial.
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CORRIGE

Supposons maintenant que AAB = AAC.

» Soit x € B.
e Si x€A alors x € ANB donc x & AAB. Ainsi x & AAC par
hypotheése. Par ailleurs, x € A donc x € AUC. Celaimpose x € ANC
(sinon on aurait x € AAC) et donc x € C.
e Six¢Aalors x € AUB et x ¢ ANB donc x € AAB. Ainsi x € AAC
par hypothése. En particulier x € AUC, et puisque x € A, x € C.
Il en résulte que B c C.

» Onapar symétrie C C B.
Le sens direct est donc prouvé : AAB = AAC = B=C

Finalement :
AAB = AAC ©B=C

4- Ce dernier point est une conséquence directe de la question précédente
puisque pour tout A c E : AAA = (A\A)U(A\A) = @.On a alors::
(AAB = @ & AAB = AAA) etdoncd’aprés3-: AAB=0 & B=A
m]

Exercice 3

Il y a une infinité d’intervalles qui conviennent si on n'impose pas une
propriété de maximalité. Sans cela, on pourrait par exemple faire remarquer
lors d’'une kholle, que f réalise une bijection de I'intervalle {1} sur l'intervalle
{4} et que la fonction réciproque, définie sur {4}, est celle qui envoie 4 sur
1..

|

On cherche donc plutot ici des l
intervalles maximaux (au sens ’ /
de l'inclusion) qui conviennent.
On peut si nécessaire s’appuyer __a__r—frf% s
sur la courbe représentative de J I
f ou sur son tableau des 7 v
variations, pour se faire une - /
premiére idée (voir ci-contre). - /

- i

f est dérivable sur son ensemble de définition et pour tout x # 2:
Ix@2-x)—(-1)Xx@B+x) 5
(2-x)° C(2-x)?

fx) =
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f est donc strictement croissante sur | — oo; 2[ et sur ]2; +oo[. L'étude des
limites et I'application du théoreme de la bijection (la variante strictement
monotone du théoréme des valeurs intermédiaires) permettent alors de
prouver que f réalise une bijection de | — oo; 2[ sur | — 1; +oo[ et de |2; + o[
sur | — oo; —1J.
Qu’on se place dans | — o; 2[ ou dans ]2; +oo[, il faut pour déterminer la
réciproque, résoudre 'équation f(x) =y pour y # —1:

3+x

= L) =

f=y e —
fW =y 3+x=2-x)y 2—-x#0)

fW)=y & x(1+y)=2y-3

A+y=+0)

= i +oo[~] - o932

9 = fil—e02:] — 99; 2[] — 1; +00[ est bijective et g~ *: 2x-3
x+1
12; +oo[—] — 00; —1]
h = fij2;+00[: ]12; +00[>] — 00; —1[ est bijective et h™*: 2x-3
x+1
Soit f:E — F une bijection et soit f~1:F - E saréciproque.
=1 o fr= )
x €EE yeEF
Par exemple :
_ _ y =sinx = Arcsi
y=Inx {x ey {x rcsin y
{x>o S lyer © xe[—g;g]  lyel-1;1]
]
Exercice 4

f est dérivable sur ]0; 4+oo[ et pour tout x > 0:

X X

f'(x) =%+exlnx=%(1+xlnx)

f'(x) est donc du signe de 1+ xInx.
On peut utiliser la concavité de In sur ]0; +oo[ pour cette étude de signe.
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CORRIGE

Pour tout x > 0: x
1 1 y ==~ est ’équation réduite

X
Inx<- = In-<— $&—— | 5
e X~ ex de la tangente a C}, en e. Par

ailleurs, le changement de

X 1
Inx < e = —xlnx < e (x> 0) variable x’ =% est bijectif

x 1 sur |0; +ool.
lanE = 1+xlnx21—;>0
Ainsi f’ > 0 sur]0; +oo[ et f est donc strictement /
croissante sur |0; +oo[.
En particulier, f est continue et strictement —z =
croissante sur ]0;1], et on obtient donc: /
£A0;1D) = | lim, (FG0); (D] =] = ;0] /
- /
(Voir ci-contre) /

=2

Soit x > 0. x € f~1(]0;1]) signifie exactement
0<f(x) <1 Al c
L'étude des variations de f a déja montré que :

0<f(x) & x>1 o |

De plus f étant continue et strictement croissante de ]0; +oo[ sur R, il existe
par le théoréme de la bijection un unique antécédent a de 1 par f.

Onaalors f~1(]0;1]) =]1; a], ol a est 'unique réel vérifiant Ina = e~%.
a n'a pas d’expression simple mais on en obtient facilement une valeur
approchée : a = 1,309 arrondi au millieme. (Voir ci-dessous).

/&

=N

(=Y RIS pE———-
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