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Avant-propos

Cet ouvrage est conforme au nouveau programme de mathématiques (mai
2021) des classes de PTSI Premiére année et il progresse au rythme de ce
programme officiel.

Organisé en seize chapitres qui s’enchainent ainsi logiquement, le
livre développe successivement les différents thémes de ce programme de
mathématiques depuis le vocabulaire ensembliste et le calcul algébrique
jusqu’'au dénombrement et aux probabilités. Chaque chapitre est divisé
en deux parties :

+ La premiére partie est ’énoncé du probléme de synthése avec le
théme abordé, la durée de sa résolution et ses mots-clés.

+ La deuxiéme partie est le corrigé du probléme proposé avec les
différents rappels et méthodes utilisées.

Pour permettre un travail régulier et ordonné, ces exercices et
problémes ne font appel qu’aux seules connaissances des cours déja
développés, assurant ainsi une possibilité de véritable autocontrole
continu durant toute année.

Pour les éléves des classes de PTSI, dont il suit exactement le nouveau
programme, ou des préparations intégrées des INSA, ENSAM et UT,
comme pour les étudiants de premiére année universitaire universitaires
MI, ce livre est un outil de travail pour acquérir des bases solides en
mathématiques et il peut devenir un indispensable compagnon d’étude.
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Introduction méthodologique

Objectif pédagogique

Ce manuel d’exercices et problemes corrigés est concu spécifiquement
pour les étudiants de premiére année de la filiere PTSI (Physique,
Technologie et Sciences de I'Ingénieur), adapté au nouveau programme
de mai 2021. Il vise a :

« Consolider les bases mathématiques par une pratique réguliére
et progressive.

» Favoriser 'autonomie grace a des corrigés détaillés incluant
rappels et méthodes.

« Préparer aux épreuves de synthése via des probléemes multi-
thématiques et chronométrés.

Structure et organisation

L’ouvrage est divisé en 16 chapitres couvrant 'intégralité du programme
de premiere année, dans un ordre logique. Chaque chapitre suit une
structure bipartite :

Partie 1: Enoncés des problémes

o Thémes abordés
« Durée indicative de résolution
- Mots-clés

» Enoncé mathématique

Partie 2 : Corrigés détaillés
+ Méthode explicitée
« Rappels théoriques

« Conseils pédagogiques



Démarche d’apprentissage proposée
Le manuel encourage une approche active et progressive :

1. Travail en autonomie : Les problémes ne font appel qu’aux
connaissances déja vues en cours.

2. Auto-évaluation : Vérification immédiate grace aux corrigés.

3. Approche par compétences : Chaque probleme cible des
compétences précises (raisonnement, calcul, modélisation, etc.).

4. Variété des formats : Exercices techniques, probléemes de
synthése, questions théoriques et applications concretes.

Conseils d’utilisation méthodologique

Pour tirer le meilleur parti de cet ouvrage :

» Respectez les temps indicatifs pour vous entrainer dans des
conditions proches des examens.

« Lisez les corrigés méme si vous avez réussi pour comparer les
méthodes.

« Utilisez les mots-clés pour identifier rapidement les notions
mobilisées.

« Travaillez par chapitres dans I’ordre du programme pour une
progression cohérente.

+ Notez les méthodes récurrentes dans un cahier de synthése
personnel.

Ce document se présente comme un compagnon d’étude structuré et
exigeant, alliant rigueur mathématique et accompagnement pédagogique,
idéal pour qui souhaite maitriser les fondements des mathématiques de
Penseignement supérieur.

E Introduction méthodologique



CHAPITRE.
RAISONNEMENT
ET VOCABULAIRE
ENSEMBLISTE



Devoir 1.1

Raisonnement mathématique

Thémes abordés : Les thémes principaux abordés par ce raisonnement
mathématique mettent un accent sur :

« les propriétés des nombres rationnels,

« la parité des entiers naturels,

les égalités algébriques,
+ la démonstration par récurrence,
« I’étude d’une suite récurrente d’ordre 2.

Ce probleme vise a entrainer la rigueur démonstrative chez les étudiants.
Temps de résolution : 1 heure 30.

Enoncé du probléme :

1. Montrer que sia,b € Qalorsa + b € Q.

2. Soit n € N. Montrer que si n? est pair alors n est pair.
3. Soient a,b > 0. Montrer que si 14 = ﬁba alors a = .
4. Montrer que pour toutn € N, 2" > n.

5. On considére la suite réelle (u,,),cn définie par ug = 0, u; = 1 et

un+1 + Up,

VneN, w0 = 5

Montrer que :

_l Mots clés !

Raisonnement mathématique ; Preuve ; Logique ; Récurrence ;
Algebre élémentaire ; Suite numérique.

vn € N*, u, > 0.




Devoir 1.2

Notions ensemblistes

Thémes abordés : Le theme principal est également le raisonnement
mathématique, mais avec des exercices un peu plus variés et abstraits que
le premier probléme, incluant :
« Un probléme de logique et pesées (probléme classique des 9 billes
avec une intruse).

+ Des preuves par contraposition en théorie des ensembles.

« Un exercice de limite (convergence d’une suite) avec quantification
e-N.
« Des questions sur les itérées d’une fonction et les propriétés des

bijections.

Temps de résolution : 2 heures.

Enoncé du probléme :

1. On dispose de neuf billes visuellement identiques, elles ont toutes
la méme masse sauf une. Comment, a I’aide d’une balance a deux
plateaux, démasquer l'intruse en trois pesées ?

2. Montrer par contraposition les assertions suivantes, E étant un
ensemble :
() VA, BeP(E) (ANB=AUB)=A=D0,
(b) VA,B,C e P(E) (ANB=ANnCetAUB=AUC) =
B=C.
3. Montrer que pour tout € > 0 3N € N tel que

n—+1
+ 2

2
n>N=2—-¢c< < 2+4e€.

4. Soit X un ensemble. Pour f € F(X, X), on définit f° = id et par
récurrence pour n € N f*+l = fno f.

(a) Montrer que Vn € N f**! = fo fm.
(b) Montrer que si f est bijective alors Vn € N (f~1)" = (f")~L.

Mots clés

Preuve mathématique ; Théorie des ensembles ; Convergence ;
Fonctions et applications ; Récursivité.
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Devoir 1.1

Raisonnement mathématique

1. Onprenda € Q, b € Q. On rappelle que Q est 'ensemble des réels
s’écrivant IE) avec p € Z et q € N*. Alors a = - pour un certain
p € Z etun certain ¢ € N*. De méme b = z—: avecp' € Zetq € N*.
Onaa-+b=L+42 = PI+% Orle numérateur pq’ +qp’ est bien un
élément de Z ; le dénominateur gq’ est lui un élément de N*. Donc
a+bs’écrit bien de la forme a+b = 7 avecp” € Z, ¢" € N*. Ainsi
a+beqQ.

Méthode

On utilise une approche directe de la structure des rationnels
pour prouver la stabilité de I’addition.

2. Par labsurde, on suppose que n n’est pas pair. On veut montrer
que n? n’est pas pair. Comme n n’est pas pair, il est impair et donc
il existe k € N tel que n = 2k + 1. Alors n®> = (2k + 1) =
4k? + 4k +1 = 2l + 1 avec | = 2k® + 2k € N, et donc n? est
impair. On a montré que si n est impair alors n? est impair. Par

contraposition ceci est équivalent a : si n? est pair alors n est pair.

Méthode
La méthode utilisée est une preuve par contraposée
(ou implication logique équivalente), présentée via un
raisonnement par I’absurde dans la rédaction donnée.

3. On raisonne par I'absurde en supposant que 135 = ﬁ eta # b.
Comme 14 = 1+La alors a(1 + a) = b(1 + b) donc a + a* = b + b*

d’ott a® — b? = b — a. Cela conduit & (a — b)(a + b) = —(a — b).
Comme a # b alors a — b # 0 et donc en divisant par ¢ — b on
obtient @ + b = —1. La somme de deux nombres positifs ne peut
étre négative. Nous obtenons une contradiction. Conclusion : si

a __ b _
5 = e alors a = b.

Méthode

C’est une preuve par ’absurde : on suppose la négation de la
conclusion pour aboutir & une impossibilité.

4. Pour n > 0, on note P(n) 'assertion suivante : 2" > n.
On va démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout n > 0.

NN CORRIGES AR RN NN RN R R RN QLR N LN N
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’//////

Initialisation. Pour n = 0 ona 2 = 1 > 0. Donc P(0) est vraie.
Hérédité. On fixe n > 0. On suppose que P(n) est vraie. On
montre que P(n + 1) est vraie.
M=o 4 2"
>n+2" carpar P(n)on sait que 2" > n,
>n+1 car2" > 1.

Donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrence P(n) est vraie pour tout
n > 0, c’est-a-dire 2" > n pour tout n > 0.

Méthode

On utilise une récurrence standard sur les entiers naturels,
avec une initialisation a n = 0 et une étape d’hérédité.

5. Initialisation : Pourn =1, onawu; =1 > 0,etpourn =2,o0na

U 1
:ﬂ:_>0

2 2 2

donc la propriéte est vraie pour n = 1 et pour n = 2.

Hérédité : Supposons que la formule soit vraie pour n et n 4 1, ou
n € N* est fixé. On a donc u,, > 0 et u,4; > 0, d’ou % > 0,
donc la propriété est vraie pour n + 2.

Ce qui montre, par récurrence a deux pas, que la propriété est vraie
pour tout n € N*.

Méthode
La méthode utilisée est une récurrence forte (ou récurrence a deux
pas), car la relation de récurrence fait intervenir u, 2 en fonction
de u,y1 et uy,.

AN NN NN NN NN NN N NN NN NN NN NN NN YY" LN

Corrigé du devoir 1.1
s/
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Devoir 1.2 _

Notions ensemblistes

1. Onnote 1,2, 3,4,5,6,7, 8,9 nos billes.

On commence par comparer 2 lots constitués de 1,2,3 et de 4, 5, 6.
Si ceux-ci ont méme masse alors l'intruse est parmi 7,8,9 et 'on
peut utiliser la bille 1 comme bille témoin. On compare alors les
billes 1 et 7 puis les billes 1 et 8 pour démasquer I'intruse. Si en
revanche les deux premiers lots n’ont pas méme masse, 'intruse
se trouve parmi 'un deux. La bille 9 servira alors de bille témoin.
Pour fixer les idées (et sans perte de généralités), on suppose que le
premier lot est plus lourd que le second. On compare les billes 1 et
4 avec les billes 2 et 5.

Si celles-ci ont méme masse commune, l'intruse se trouve dans les
deux autres billes 3 et 6. Une comparaison de 3 avec 9 permet alors
de savoir qui est U'intrus de 3 ou de 6. Si celles-ci n’ont pas méme
masse commune, pour fixer les idées (et sans perte de généralités),
on suppose que 1 et 4 soient plus lourdes que 2 et 5. Si I'intruse
est plus lourde que ses congéneres alors cela ne peut ni étre 4 ni
étre 2 a cause respectivement des premiére et deuxiéme pesées. Si
Pintruse est plus légere que ses congénéres alors cela ne peut ni étre
2 ni étre 4 a cause respectivement des premiére et deuxiéme pesées.
Dans tous les cas 'intrus est soit 1, soit 5. Une comparaison de la
bille 1 avec la bille 9 permet alors de démasquer cette intruse.

Méthode

Cette méthode repose sur une division du probleme et
une utilisation stratégique des résultats intermédiaires pour
réduire les possibilités a chaque étape, en garantissant que
Uintruse est identifiée en exactement 3 pesées.

2. On va démontrer I’assertion 1. de deux maniéres différentes.

(a) Tout d’abord de facon “directe”. On suppose que A et B sont
telles que AN B = AU B. On montre que A = B.

Pour cela étant donné x € A montrons qu’il est aussi dans
B. Comme z € Aalorsz € AUBdoncx € AN B (car
AUB=AnNB). Ainsi x € B.

On prend z € B et le méme raisonnement implique z € A.

Donc tout élément de A est dans B et tout élément de B est
dans A. Cela veut dire A = B.

(b) Ensuite par contraposition. On suppose que A # B et on
monte que
ANB#AUB.

PP PP



’//////

Si A # B cela veut dire qu’il existe un élément z € A\ B
ou alors un élément x € B\ A. Quitte & échanger A et B,
on suppose qu’il existe v € A\ B. Alors x € AU B mais
x¢ ANB.Donc ANB # AU B.

La méthode utilisée est une double démonstration : d’abord
une preuve directe par double inclusion, puis une preuve par
contraposition.

3. On remarque d’abord que pour tout n € N, % <2car2n+1<
2(n + 2). Etant donné ¢ > 0, on a donc

2n + 1

Vn € N <2+4c¢
n+2

On cherche maintenant une condition sur n pour que I'inégalité

_ 2n+1 : :
2—€e< g2 Soit vraie.

2 1
2—-€e< n_:—Q S (2—-€¢n+2)<2n+1
&3 <eln+2)
3
n>-—2
€

Ici € est donné, on prend un N € N tel que N > 2 — 2. Alors pour
toutn > Nonan > N > % — 2 et par conséquent : 2 — e < 27?:21.
Conclusion : étant donné € > 0, on a trouvé un N € N tel que pour

. _ 2n+1 2n+1
toutn > Nonait2 —e < e <2+4e

Méthode

La méthode utilisée est une preuve par analyse de limite
utilisant la définition —-N de la convergence.

4. (a) On montre la proposition demandée par récurrence : soit A,
l'assertion
frtt = f o fm. Cette assertion est vraie pour n = 0. Pour
n € N, on suppose A,, vraie. Alors

frr=frttof=(fofof=fo(fof)=fof""

On a utilisé la definition de f"*2, puis la proposition A,,, puis
I'associativité de la composition, puis la définition de fm*!.
Donc A1 est vraie. Par le principe de récurrence

VneN flof=fofm

AN NN NN NN NN NN N NN NN NN NN NN NN YY" LN

Corrigé du devoir 1.2
s/
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(b) On procéde de méme par récurrence : soit A, lassertion
(f~H™ = (f™)~L. Cette assertion est vraie pour n = 0. Pour
n € N on suppose A,, vraie. Alors

(= (F e f = (") o T = (fof )T = (fro )T = (F) T
Donc A1 est vraie. Par le principe de récurrence
vneN (fT)"=(fM7"

_l Méthode |

On utilise une démonstration par récurrence sur n pour
établir I’égalité de composition.

Corrigé du devoir1.2

NN CORRIGES AR RN NN NNN R QRN QRN N N N
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CHAPITRE 2.
CALCUL ALGEBRIQUE
ET TRIGONOMETRIE



Devoir 2.1

Coefficients binomiaux et factoriels

Theémes abordés : Le probléme contient une série d’exercices de
mathématiques portant principalement sur :

« Sommes et produits (manipulation d’indices, formules de
factorisation) ;

« Coeflicients binomiaux et factoriels ;
+ Comparaison de racines (puissances fractionnaires) ;

« Inégalités classiques (Cauchy-Schwarz, inégalité triangulaire pour
les normes euclidiennes) ;

« Encadrement avec des racines carrées et séries.

Temps de résolution : 2 heure 30.

Enoncé du probléme :

2n
3
1. Soit n un entier naturel. Montrer que : Z k= in(n + 1). En

k=n
déduire que, pour tout réel positif ou nul z :

2n
T+ = (Vo).
k=n

2. Soient n et m deux entiers tels que 1 < n < m. Montrer que :

iﬁk_ (nﬂ—1 1>(m—n+1)!.

3. Comparer les nombres réels
a=+v2, B=+3 et 7:\5/5.

4. Soient aq, by, as, bo,...,a,, b, des nombres réels. Montrer les
inégalités suivantes :

<gaibi>2 : (g&) (; bf) (.)

(Xn:(a,» + bi)2>2 < (zn:cﬁ)z + <zn:b§>2 (2.2)



5. Soit n € N*, montrer que 'on a

Vn+1l-—yn< 1
2y/n
En déduire un encadrement du nombre réel

1 1 1
a=9(—+——=+ -+ :
(leO v101 \/10000>

<vn—+vn-—1.

Mots clés

Sommes et produits ; coefficients binomiaux et factoriels ;
comparaison de nombres réels ; inégalités classiques ; encadrement.

Devoir 21





