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Avant-propos

Cet ouvrage est destiné en priorité aux étudiants en classe préparatoire PCSI.
Divisé en quinze chapitres, il est congu pour étre utilisé par des étudiants de
tout niveau. Dans chaque chapitre, on trouvera les parties suivantes.
¢ Un mémento du cours
Celui-ci contient un récapitulatif exhaustif des définitions et résultats du
cours. Ces éléments sont présentés assortis de perspectives sur leur utilisa-
tion. Ces perspectives sont introduites par les symboles ¥ ou 4.
Le symbole ¥ signale des précisions sur des situations ou l'on aimera ap-
pliquer le théoréme ou la propriété énoncés.
Le symbole # signale une remarque concernant des écueils a éviter ou des
points de vigilance.
¢ Une sélection de questions a résoudre
Les premiéres questions portent sur des applications usuelles et élémen-
taires du cours. Les suivantes reprennent des problémes classiques ou sont
extraites d’énoncés d’oraux de concours et peuvent étre plus originales. Elles
demandent plus de réflexion.
Tous les énoncés sont courts de fagon a ce qu’'un étudiant puisse s’y pencher
dés qu’il dispose de quelques minutes.
¢ Des éclairages
Pour chaque question, sont proposés des liens avec le cours et des tactiques
de résolution classiques, des points d’attention & la lumiére desquels la ré-
solution des questions sera facilitée.
o Des réponses
Une réponse détaillée est donnée a chaque question. Le lecteur trouvera au
début de chaque réponse des renvois aux principaux résultats de cours qu’il
est utile d’avoir en mémoire pour comprendre cette réponse.

L’ouvrage ne se substitue pas & un cours en classe ol seraient présentées les
preuves des résultats. Chaque étudiant pourra s’assurer de connaitre son cours
avant de se lancer dans la résolution des questions.

Pour préserver le plaisir de la recherche et la joie éventuelle de trouver sa propre
solution, il est conseillé de prendre un temps suffisant pour I’étude de chaque
question avant de lire les éclairages puis les solutions.

Le regroupement des notions du programme en quinze chapitres permet d’avoir
une synthése sur les quinze domaines principaux. Les exercices d’approfondis-
sement sont & aborder de préférence lorsque le domaine est maitrisé, soit en
premiére année, soit lors de révisions estivales pour préparer la deuxiéme année.
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Chapitre 1

Ensembles et raisonnements

I.1 - Cours

I1.1.1 - Rudiments de logique

[Définition 1.1] Proposition mathématique
On appelle proposition ou assertion mathématique un énoncé susceptible
de prendre la valeur vrai ou la valeur fauz.

¥ Une proposition mathématique est toujours soit vraie soit fausse (lo-
gique dite du « tiers exclu »).

[Définition I.2] Négation - Conjonction - Disjonction

Soit P et @ deux propositions mathématiques.

(—) On appelle négation de P la proposition « Non P » qui est fausse si
et seulement si P est vraie. On la note aussi =P.

(—) La disjonction de P et @, notée « P ou @ » ou « PV @Q » est une
proposition vraie si et seulement si I’'une au moins des propositions P et Q)
est vraie.

(—) La conjonction de P et @ notée « P et Q » ou « P AQ » est une
proposition vraie si et seulement si les propositions P et () sont vraies.

[Définition 1.3] Implication - Contraposition d’une implication
Soit P et Q deux propositions mathématiques.

(=) P implique Q (ou si P alors @) est la proposition mathématique notée
P — @ définie par (non P) ou Q.

Si P = @ est vraie, on dit alors que P est une condition suffisante pour
avoir () ou que () est une condition nécessaire pour avoir P.

(—) La proposition (non(@)) = non(P)) est la contraposée de (P = Q).
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[Définition 1.4] Equivalence

Soit P et () deux propositions mathématiques.

(=) P équivaut a @ (ou P si et seulement si Q) est la proposition notée
P <= @ définie par (P = Q) et (Q = P).

Si P < () est vraie, on dit alors que P est une condition nécessaire et
suffisante pour avoir Q).

(=) Ona: (P= Q) < (non(Q) = non(P)).

# On ne doit pas employer les symboles —> et <= comme des abré-
viations. Par exemple => ne remplace pas le mot « donc ».

On écrit P = Q pour signifier que « st P est vraie alors Q) est vraie ».
1l est maladroit d’écrire P —> Q lorsque l’on sait que P est vraie. Dans
ce cas mieur vaut écrire en toutes lettres « on sait que P est vraie, on
en déduit donc que QQ est vraie ».

[Propriété 1.5] Régles de calcul
Soit P, @) et R trois propositions mathématiques.
(—) Associativité : (P et Q) et R est la proposition P et (Q et R).

(P ou @) ou R est la proposition P ou (@) ou R).

(—) Distributivité : P ou (Q et R) est la proposition (P ou @) et (P ou R).
P et (Q ou R) est la proposition (P et @) ou (P et R).

(—) Négation : non(non P) est la proposition P.

La proposition non(P ou @) est la proposition (non P) et (non Q).

La proposition non(P et @) est la proposition (non P) ou (non Q).

La proposition non(P = @) est la proposition (P et non(Q)).
Autrement dit (P = @) est fausse si P est vraie et pourtant @ est fausse.

1.1.2 - Quantificateurs

Soit x une indéterminée appartenant & un ensemble E connu. On note P(x)
une proposition mathématique qui dépend de x.

[Définition 1.6] Le quantificateur existentiel : 3
(—) S’ existe au moins un élément de E pour lequel P(x) est vraie, on
écrit : 3z € E, P(z) et on lit : « il existe x dans E tel que P(x) ».

(—) S’il existe un unique élément de E pour lequel P(x) est vraie, on écrit :
dlz € E, P(x) et on lit : « il existe un unique x dans E tel que P(x) ».
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[Définition 1.7] Le quantificateur universel : V

Si, pour tous les éléments de E, la proposition P(z) est vraie, on écrit :
Vx € E, P(x) et on lit : « quel que soit (ou pour tout ou pour chaque)
x appartenant a E, P(x) ».

# Le quantificateur est toujours placé avant la proposition qu’il quan-
tifie.

D’autre part l'ordre des quantificateur est fondamental :

dx € E\Vy € E, P(z,y) : ici z ne dépend pas de y.

Yy € E,Jz € E, P(x,y) : ici © peut a priori dépendre de y.

1.1.3 - Raisonnements par récurrence

Il s’agit d’établir qu’une proposition P(n) qui dépend de U'entier naturel n est
vraie pour tous les entiers n tels que n > ng.

[Propriété I.8] Récurrence simple

(—) Initialisation : on montre que la propriété P(ng) est vraie.

(—) Hérédité : on suppose que P(n) est vraie pour un entier n fixé quelconque,
n > ng. On démontre alors que P(n + 1) est vraie.

(—) Conclusion : la proposition P(n) est vraie pour tout n > ng.

¥ Voir les exercices : [Q 1.1 p. 31], [Q .12 p. 33|

[Propriété 1.9] Récurrence double

(—) Initialisation : on montre que les propriétés P(ng) et P(ny + 1) sont
vraies.

(—) Hérédité : on suppose que P(n) et P(n + 1) sont vraies pour un entier
n fixé quelconque, n > ng. On démontre alors que P(n + 2) est vraie.

(—) Conclusion : la proposition P(n) est vraie pour tout n > ng.

¥ Voir Uezercice : [Q 1.2 p. 31]

[Propriété 1.10] Récurrence forte

Pour I’hérédité, on suppose que la propriété est vraie pour tous les entiers
compris entre ng et n et on la démontre pour n + 1.

(—) Initialisation : on montre que la propriété P(ng) est vraie.

(—) Hérédité : on suppose que P(ng), P(ng + 1), ..., P(n) sont vraies pour
un entier n > ng fixé quelconque. On démontre alors que P(n + 1) est vraie.
(—) Conclusion : la proposition P(n) est vraie pour tout n > ng.

¥ Voir les exercices : [Q 1.3 p. 31], [Q L.5 p. 31|, [Q 1.6 p. 31]
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# On peut aussi envisager des récurrences descendantes ou des récur-
rences finies.

St lors de Uhérédité on n’a pas utilisé ’hypothese de récurrence, c’est qu’il
n’y a pas liew de réaliser une récurrence.

I1.1.4 - Autres raisonnements
Soit P et ) deux propositions mathématiques.

[Propriété 1.11] Déduction - Double implication

(—) Raisonnement par déduction :

si P est vraie et si P = @ alors Q) est vraie.

(—) Raisonnement par double implication : pour montrer que P <= () on
peut commencer par montrer que P = () puis montrer que ) = P.

[Propriété 1.12] Le raisonnement par disjonction de cas
On étudie tous les cas de figure.
Si Q = P est vraie et si non(Q)) = P est vraie alors P est vraie.

¥ Voir lexercice : [Q 1.5 p. 31]

[Propriété 1.13] Le raisonnement par ’absurde
Pour établir que P = () est vraie, on suppose que P est vraie et que @ est
fausse, puis on montre que cela conduit & une contradiction.

¥  On utilise par exemple ce type de raisonnement pour montrer qu’un
certain objet n’existe pas. On suppose qu’il en existe un et l’on aboutit a
une contradiction.

[Propriété 1.14] Le raisonnement par analyse-synthése

Ce raisonnement est souvent utilisé quand on demande de prouver ’existence
(ou la non existence) de solutions & un probléme donné (et d’identifier la ou
les solutions éventuelles). Ce raisonnement se déroule en 3 étapes :

- L’analyse : on suppose que le probléme admet des solutions et on procede
par conditions nécessaires permettant d’accumuler suffisamment de ren-
seignements pour dégager un ou plusieurs « candidats solutions ».

- La synthése : on vérifie si les « candidats solutions » sont effectivement
solutions du probléme.

- Conclusion : on donne la ou les solutions du probléme s’il y en a.

¥ Voir les exercices : [Q 1.4 p. 31], [Q L.5 p. 31|
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1.1.5 - Ensembles

[Définition 1.15] Appartenance - Inclusion - Parties

Soit F' et E des ensembles.

(=) z € E signifie : x est un élément de F c’est-a-dire x appartient a E.

Si x n’est pas un élément de E, on écrit = ¢ E.

(—) On admet l'existence d’un ensemble qui ne contient aucun élément. II
est appelé ensemble vide et est noté ().

(=) On dit que F' est inclus dans E si tout élément de F est aussi dans F
et I'on note ' C E. Donc F' C E équivaut a Ve € F', x € E.

L’ensemble F' est alors une partie de F, un sous-ensemble de FE.

(—) L’ensemble des parties de E est notée P(FE). C’est I'ensemble de
tous les sous-ensembles de E. Un sous-ensemble est donc un élément de
P(FE). Autrement dit : F' C F <= F € P(E).

(=) Soit A et B deux parties de l’ensemble E.

La réunion de A et B est ’ensemble noté A U B.

Ilestdéﬁnipar:AUB:{:veE xeruxeB}.

L’intersection de A et B est ’ensemble noté AN B.
Il est défini par : AN B = {:L’GE mEAethB}

(—) Le complémentaire de A dans E est I'ensemble noté A ou E \ A ou
A°. Tl est défini par : A = {er :1:¢A}

(—) La différence de A et B est ’ensemble noté A\ B.

Ilestdéﬁnipar:A\B:{:cEE xEAetx¢B}:AﬁB.

[Propriété 1.16] Opérations sur les ensembles
Soit A, B et C' des parties de I’ensemble F.
(<) E\(E\ 4) = A
(—) Commutativité : ANB=BNAet AUB=BUA.
(—) Associativité : AN(BNC) = (ANB)NC et AU(BUC) = (AUuB)UC.
(—) Distributivité :
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)et AU(BNC)=(AUB)N(AUC).
(—) Lois de Morgan : AUB=ANB et ANB=AUB.

¥ Pour prouver I’égalité des ensembles A et B, on procéde souvent par
double inclusion. On prouve A C B puis B C A. [Q L.11 p. 32]
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[Définition 1.17] Produit cartésien
Soit E et I’ deux ensembles. Le produit cartésien de E par F' est noté

E X F et est défini par : Ex FF =X (a,b) |lae EetbeF ;.

Les éléments de E x F sont des couples dans lesquels l'ordre intervient :
(a,b) # (b,a) si et seulement si a # b.
(-)Si E=F onnote E x E = E2

(—) Généralisation : soit E, E1, Es, ..., E,, des ensembles :
(xl,xg,...,mn)EEl X Fog X - X FE, <= x1 € E1,v0€ Fy,...,x, € E,.
(1,22,...,2p) E E" <= 11 € E,29 € E,...,x, € E.

[Définition 1.18] Partition d’un ensemble
Soit I une partie de N. On appelle partition d’'un ensemble FE toute famille
(A;)ier de parties de E vérifiant :

i) Viel, A; #0.
ii) V(’L,j) S -[2, si 2 #], alors AlﬁAJ = @
iii) | ] 4; = E.

el
1.1.6 - Applications

Conformément au programme, nous ne distinguerons pas les notions de fonc-
tion et d’application.
Soit E et F' des ensembles.

[Définition 1.19] Application - Fonction

Une application (ou fonction) de E dans F associe a tout élément de E
un unique élément de F' qui s’appelle ’image par f de z.

On notera : f: E — F, z — f(z).

L’ensemble des fonctions de E dans F' est noté F(E, F) ou F¥.

L’ensemble { (z, f(z))

En particulier, idg : E — FE, x —— x est la fonction identité de E.
Siy € F, on appelle antécédent de y, tout élément z € E tel que y = f(z).
Il peut exister 0, 1 ou plusieurs antécédents d’un élément y € F'.

xeFl } s’appelle le graphe de la fonction f.

[Définition 1.20] Famille d’éléments de E
Soit I un ensemble fini. On appelle famille d’éléments de F indexée par
I toute application de I dans F. On note (z;);es cette famille.
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[Définition 1.21] Fonction indicatrice
Soit A une partie de E. On appelle fonction indicatrice de A la fonction
lsize A

de E dans {0,1} notée 14 définie par 14 : x — { i
0 sinon

¥ Voir les exercices : [Q 1.10 p. 32|, |Q .11 p. 32]

[Définition I.22] Restriction - Prolongement
Soit f € F(E, F), soit A une partie de E et E' un ensemble tel que E C E'.
(—) On appelle restriction de f a A la fonction notée f|4 définie par :

fla:A— F, z — f(x).
(=) On appelle prolongement de f & F’ toute fonction g : E' — F

telle que : Vx € E, g(z) = f(z).

[Propriété 1.23] Egalité de deux fonctions
Deux fonctions f et g sont égales si elles ont le méme ensemble de départ
(noté E), le méme ensemble d’arrivée et vérifient : Vo € E, f(x) = g(x).

[Définition 1.24] Image directe et image réciproque d’une partie
Soit f € F(E,F), soit A une partie de F et soit B une partie de F.

(—) L’image directe de A par f est le sous-ensemble de F' noté f(A)
deéfini par : f(A) = {f(x) xGA} = {yEF ‘ EI:L‘GA,y:f(:v)}.

C’est I’ensemble des images des éléments de A par la fonction f.

(—) L’image réciproque de B par f est le sous-ensemble de E noté
f~Y(B) défini par : f~1(B) = {x €eE ' f(z) € B}
C’est ’ensemble des antécédents des éléments de B.

¥ Voir Uezercice : [Q 1.7 p. 32]

[Définition 1.25] Composition

Soit E, F et G des ensembles. Soit f € F(E,F) et g € F(F,Q).

La fonction « f suivie de g » est une fonction de F dans G qui s’appelle la
composée de f par g.

Notée go f, elle est définie par : go f : E — G, z — (go f)(x) = g(f(x)).
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[Définition I.26] Injection, surjection, bijection, réciproque

Soit E et F' des ensembles et soit f € F(E, F).

(=) La fonction f est une injection (ou est injective) si et seulement si :
V(z,z') € E?, (f(z) = f(z') = z =2).

(—) La fonction f est une surjection (ou est surjective) si et seulement
si:Vye F,Jx e E, y= f(x).

(—) La fonction f est une bijection (ou est bijective) si et seulement si elle
est injective et surjective, c’est-a~dire : Vy € F, Jlz € E, y = f(x).

(—) Lorsque la fonction f est bijective, on définit sa fonction réciproque
notée f~1. Elle appartient a F(F, E) et vérifie :

Vyec F,V2 € E,y=f(z) <=z = f"(y).

¥ La fonction f est injective si et seulement si tout élément de F' a au
plus un antécédent dans E. Autrement dit, des éléments distincts de E
ont des images distinctes : V(z,1') € E?, v # 2/ = f(x) # f(2').

¥ La fonction f est surjective si et seulement si tout élément de F' a au
moins un antécédent dans E.

¥ La fonction f est bijective si et seulement si tout élément de F' admet

exactement un antécédent dans E.
¥ Voir les exercices : [Q 1.7 p. 32], [Q 1.8 p. 32|, [Q 1.9 p. 32|

[Propriété 1.27] Composition d’injections ou de surjections
(—) La composée de deux injections est une injection.

(—) La composée de deux surjections est une surjection.

[Propriété 1.28] Etude des bijections
Soit E, F et G des ensembles. Soit f € F(E, F) et g € F(F,G).
(—) Si les fonctions f et g sont bijectives, alors la fonction go f est bijective

et (gof)~t=f"tog™h
(—) La fonction f est bijective si et seulement s’il existe une fonction
h € L(F,E) telle que ho f =idg et foh =idp. Alors h = f~1.

I1.1.7 - Ensembles de nombres usuels

On note R 'ensemble des nombres réels.
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[Définition 1.29] Relation d’ordre dans R

La relation < est une relation d’ordre total dans R. Autrement dit :
i) elle est réflexive : Vo € R, x < z,
ii) elle est antisymétrique : V(z,y) € R?, (z < yety < 2) = 2 =y,
iii) elle est transitive : V(z,y,2) €R3: (z <yety < 2) = x < 2,
iv) Lordre est total : V(z,y) € R?, 2 <y ou y < z.

Soit (a,b) € R? tel que a < b. On définit alors les ensembles :

[a,b) ={xz€eR|a<z<b} ; Ja,b[={zeR|a<z<b}
[a,b)[={zeR|a<z<b} ; Jabj={zeR|a<z<b}.

[Définition 1.30] L’ensemble N des entiers naturels

(—) N est muni de la relation d’ordre < induite par celle de R.

(—) Toute partie non vide de N admet un plus petit élément.

(—) Toute partie non vide et majorée de N admet un plus grand élément.
[Définition 1.31] L’ensemble Z des entiers relatifs

(=) L’ensemble Z = {...,—1,0,1,...} est muni de la relation d’ordre <
induite par celle de R.

(—) Toute partie non vide et minorée de Z admet un plus petit élément.
(—) Toute partie non vide et majorée de Z admet un plus grand élément.

Soit (a,b) € Z? tel que a < b. On définit alors les ensembles :
[a,b] ={x€Z]|a<z<b} et [a,+o][={z€Z|a<z}.

[Définition 1.32] Divisibilité, diviseur, multiple

Soit (a,b) € Z2.

On dit que b divise a si et seulement s’il existe g € Z tel que a = bg.
On dit alors que b est un diviseur de a et a est un multiple de b.

¥ Voir Uezercice : |Q 1.12 p. 33]

[Propriété I1.33] Division euclidienne

Soit (a,b) € Z x N*. Il existe un unique couple (g,r) € Z? tel que :
a=bg+ravec<r<hb.

On dit que ¢ est le quotient et r le reste de la division euclidienne.

On en déduit que b divise a si et seulement si le reste de la division euclidienne

de a par b est nul.
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[Définition 1.34] Congruence

(—) Dans Z : soit n € N* et (a,b) € Z x Z. On dit que a est congru a b
modulo n et 'on note a = b [n] si et seulement si n divise b — a.

(—) Dans R : soit 61, 62 et a trois nombres réels. On dit que 6; est congru
a 0 modulo a et I'on note ) = 0y [a] si et seulement s’il existe k € Z tel
que 6y — 01 = ka.

[Propriété 1.35] Calculs avec les congruences
(—) La relation de congruence vérifie :
i)V0eR, VaeR, =0 |al,
ii) V(01,02) € R?, Va € R, (61 = 05 [a]) = (62 = 61 [a]),
iii) elle est transitive : V(01,60s,603) € R3, Va € R :
(01 = 05 [a]) et (2 =63 [a]) = (61 = b3 [a]).

On dit que c’est une relation d’équivalence.

(—) Regles de calcul dans Z.
Soit 61, 02, 1, P2 et a des éléments de Z vérifiant : 01 = 02 [a] et ¢1 = ¢2 [a].
Alors on a :

i) 01 + ¢1 =02 + P2 [a],
ii) 0191 = 0202 [a],
iii) Vk € N*, 6% = 6% [q].

(—) Regles de calcul dans R.
Soit 01, 02, ¢1, ¢2 et a des réels vérifiant : 01 = 0y [a] et 1 = P2 [a].
Alors on a :

i) 01+ ¢1 =02+ ¢2 [a],
ii) Vr € R, r0; = r6y [ral.

¥ Voir lexercice : [Q 1.12 p. 33|

[Définition 1.36] PGCD, PPCM

(—) Soit (a,b) € Z2, I'un au moins de ces nombres étant non nul. L’ensemble
des diviseurs communs & a et b est non vide et majoré donc posséde un plus
grand élément appelé PGCD(a, b) : plus grand commun diviseur a a
et b. On le note aussi a Abet 'ona:aA0=a.

On convient de plus que PGCD(0, 0)= 0.

(=) Soit (a,b) € Z?* tel que a et b sont non nuls. L’ensemble des multiples
strictement positifs communs & a et b est non vide et minoré donc posséde un
plus petit élément appelée PPCM(a, b) : plus petit commun multiple a
a et b. On le note aussi a Vb et 'ona:aVv0=0.
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[Propriété 1.37] Algorithme d’Euclide : recherche du PGCD

Soit (a,b) € N? tel que b < a.

(—) Si b divise a alors PGCD(a,b)= b.

(—) Si b ne divise pas a.

Par division euclidienne il existe un unique couple (g1,71) € N? tel que :
a="bq +riavec 0 <ry <betlona:PGCD(a,b)=PGCD(b, r1).

Par itération du procédé, on construit les couples (q1,71), (g2,72),... tels
que 0 < --- < ro9 < ry. Ce procédé s’arréte au bout d’'un nombre fini d’étapes
et le PDCD(a,b) est le dernier reste non nul.

[Définition 1.38] Nombres premiers, premiers entre eux

Un entier naturel p > 2 est dit premier s’il a exactement deux diviseurs.
Deux entiers naturels n et p sont dit premiers entre eux si PGCD(n,p)=1.
En conséquence deux nombres premiers distincts ont 1 pour PGCD et sont
premiers entre eux.

¥ Voir lezercice : [Q 1.12 p. 33]

[Propriété 1.39] Décomposition en produit de nombres premiers
(—) Tout entier naturel supérieur ou égal a 2 admet une décomposition en
produit de nombres premiers, unique a l’ordre prés des facteurs.

Soit n € N, tel que n > 2. Il existe N € N*, des nombres premiers p1,...,pN
deux & deux distincts et des entiers non nuls r1,..., 7N tels que :

N
71 TN __ i
n=p; X---Xpy —Hpi’.
i=1
N

(=) Sip ¢ {p1,...,pn}, on peut écrire : n = p° x Hp:’
i=1

[Propriété 1.40] Application au PGCD et au PPCM
Soit a et b des entiers naturels supérieurs ou égaux a 2. Il existe N € N*, des

nombres premiers pq,...,py deux & deux distincts et des entiers ri,...,7ry
N N

et s1,...,sy tels que : a = Hp:l et b= prl
i=1 i=1

N N
Alors on a : PGCD(a,b)= prlax(”’si) et PPCM(a,b)= Hp;mn(ri,si).

i=1 =1



28 Chapitre I - Ensembles et raisonnements

[Propriété 1.41] Ensemble des nombres premiers
L’ensemble des nombres premiers est infini.

[Définition 1.42] Nombres décimaux

L’ensemble { ax10™" | (a,n) € ZxN } est appelé ensemble des nombres

décimaux. Ce sont les nombres qui admettent une écriture décimale finie,
c’est-a-dire avec un nombre fini de chiffres aprés la virgule.

[Définition 1.43] Nombres rationnels
L’ensemble Q = { i
q

rationnels.

(p,q) € Z x N* } est appelé ensemble des nombres

[Définition 1.44] Nombres réels, nombres irrationnels
L’ensemble R \ Q est appelé ensemble des nombres irrationnels. En
particulier v/2, 7 et e sont irrationnels.

I1.1.8 - Dénombrement
Soit n € N*. On note [1,n] = {1,...,n}.

[Définition 1.45] Cardinal d’un ensemble fini

(=) Un ensemble non vide F est dit fini s’il existe n € N* et une bijection
de FE dans [1,n]. Dans ce cas, 'entier naturel n est unique et est appelé le
cardinal de E. On notera card(E) = n. On peut aussi noter |E| = n.

(—) On convient que card(f)) = 0.

(—) Soit E et F' deux ensembles finis. Les ensembles E et F' sont disjoints
si et seulement si card(E N F) = 0.

[Propriété 1.46] Cardinal d’une partie d’un ensemble fini
Soit A un sous-ensemble d'un ensemble fini E.

(—) On a card(A) < card(FE).
(=) A = E si et seulement si card(A) = card(FE).
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[Propriété 1.47] Cardinaux et applications
Soit F et F' deux ensembles finis et f une application de E vers F.

(—) Si f est injective alors card(E) < card(F).
(—) Si f est surjective alors card(E) > card(F).
(=) Si f est bijective alors card(E) = card(F).
(—) Si card(E) = card(F) alors :
(f injective) <= (f surjective) <= (f bijective).
(=) On a : card(F(E, F)) = card(F)°d(®),

¥ Une méthode efficace et rigoureuse pour trowver le cardinal d’un en-
semble A, c’est de trouver une bijection de A vers un ensemble de cardinal
connu.

[Propriété 1.48] Opération sur les cardinaux
Soit E et F' deux ensembles finis. Soit A une partie de F.

(—) card(E x F) = card(E) x card(F).

(—) card(E U F) = card(E) + card(F') — card(E N F).

(—) Si E et F sont disjoints, on a card(E U F') = card(E) + card(F).
(=) card(E \ A) = card(E) — card(A).

Généralisation. Soit p € N* et Ey,..., E, p ensembles finis.
(=) card(Eq x -+ X Ep) = card(Eq) x --- x card(Ep).
(—) Si de plus les ensembles E1, ..., E, sont deux & deux disjoints on a :

card(E1 U ---UE,) = card(Eq) + - - - + card(Ep).
(—) En particulier si (Aq,...,A,) est une partition de ’ensemble fini £ :
card(Ay U--- U A,) = card(E).

¥ Voir Uezxercice : |Q 1.13 p. 33|, [Q 1.16 p. 33|

[Définition 1.49] p-listes

Soit F un ensemble fini et p € N*. On appelle p-liste ou p-uplet d’éléments
de E tout élément (aq,...,a,) de EP.

Dans cet élément, 'ordre compte et il peut y avoir des répétitions d’un ou
plusieurs éléments.
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[Propriété 1.50] Dénombrement de p-listes
Onnoten! =1x2x---x(n—1)xn.Ona:0 =1

Soit n € N* et soit £ un ensemble fini de cardinal n.
(=) Soit p € N*. Le nombre de p-listes d’éléments de E est nP.
(—) Soit p € [1,n].

n!
Le nombre de p-listes d’éléments distincts de F est

(n—p)
(—) Conséquence : le nombre d’applications injectives d’un ensemble de car-
n!

(n—p)

dinal p € [1,n] dans un ensemble de cardinal n est

[Propriété I.51] Permutations

Soit n € N* et FZ un ensemble fini de cardinal n.

Une permutation de E est une bijection de F dans lui-méme.

Le nombre de permutations de E est n! qui est aussi le nombre de bijections
de E vers E ou encore le nombre de n-listes d’éléments distincts de E.

[Définition I.52] Combinaisons
Soit n € N* et £ un ensemble fini de cardinal n. Soit p € N.
Une p-combinaison d’éléments de E est une partie de E a p éléments.

¥ Voir les exercices : |[Q 1.14 p. 33|, |Q 1.16 p. 33|

[Propriété 1.53] Nombre de combinaisons - Nombre de parties
Soit n € N* et E un ensemble fini de cardinal n. Soit p € N.
n!

n
—) Le nombre de p-combinaisons est = ——
=) P (P) p!(n —p)!

|
(—) Le nombre de parties de E a p éléments est donc .
p)  pl(n—p)

n
(—) Le nombre de parties de E est donc Z (Z) = 2",
p=0

¥ Voir les exercices : [Q 1.12 p. 33|, [Q 1.13 p. 33], [Q 1.14 p. 33]
[Q 115 p. 33], [Q L.16 p. 33|
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I.2 - Questions

[Question I.1]  Pour tout (k,n) € (N*)?, on note ay, = k(k + 1)(k + 2) et
Sp,=a1+as+ -+ an.

(n+3)!

4(n — 1)1

(Eclairage page 34, Réponse page 35)

Montrer que pour tout n € N*, S,, =

[Question I.2]  On consideére la suite (uy,)nen définie par ug = 1, u; = 2 et
pour tout n € N* par la relation : up 1 + up—1 = 4uy,.

1
Montrer que : Vn € N, u,, = 5 [(2 +V3)" + (2 - \/3)”]

(Eclairage page 34, Réponse page 36)

[Question I.3]  On considére la suite (uy), oy définie par ug = 1 et pour

tout n € N*, u,, = (up +2ug + -+ + (k+ Dug + - - - + nup—1).

1
n?+1
Montrer que : Vn € N, 0 < u,, < 1. (Eclaz’mge page 34, Réponse page 36)

[Question 1.4] On dit qu'une fonction f : I C R — R est paire (respec-
tivement impaire) si : Vo € I, (—x) € I et f(—z) = f(x) (respectivement :
Veel, (—x) €l et f(—x) =—f(x)).

On note P (respectivement I) le sous-ensemble de R® formé des fonctions
paires (respectivement impaires).

Montrer que toute fonction f de RF est la somme d’une fonction paire et d’une
fonction impaire. (Eclairage page 34, Réponse page 37)

[Question I.5] Trouver toutes les fonctions de N dans N strictement crois-
santes telles que : f(2) = 2 et pour tout (p,q) € N2, f(pq) = f(p)f(q).
(Eclairage page 34, Réponse page 38)

[Question I.6] Montrer le résultat de cours [P 1.40 p.27] : « tout entier de
[2, +oo[ s’écrit comme le produit d’un ou plusieurs nombres premiers ».

(Eclairage page 34, Réponse page 38)
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[Question 1.7]  Soit E, F deux ensembles, A et A’ des parties de E, H une
partie de F' et f € F(E, F). Montrer les propositions suivantes.

(=) A fHf(A).
VA€ P(E), A= f~Y(f(A)) si et seulement si f est injective.

(=)
(=) f(f~H(H)) C H.

(—)VH € P(F), f(f~Y(H)) = H si et seulement si f est surjective.
(—) f est injective si et seulement si f(ANA") = f(A)N f(A).

(=) f est bijective si et seulement si VA € P(E), f(E\ A) = F\ f(A).

(Eclairage page 34, Réponse page 39)

[Question 1.8]  Soit f:Z%? — Z2, (x,y) — (27 + y, 57 + 3y) et soit
g:R — R telle que : V(z,y) € R?, |g(z) — g(y)| > |z — yl.

(—) Montrer que f est bijective et déterminer f~1.

(—) Montrer que g est injective. (Eclairage page 34, Réponse page 40)

[Question I.9]  Soit E, F et G trois ensembles et f € L(E,F), g € L(F,G)
et h € L(G, E). Montrer les implications suivantes.

(=) go f est injective = f est injective.

—) go f est surjective = g est surjective.

—) go f est surjective et g injective = f est surjective.

—) go f est injective et f surjective = ¢ est injective.

—) hogo fet fohoginjectives et g o f o h surjective = f, g et h sont

(
(
(
(
bijectives. (Eclaimge page 34, Réponse page 41)

[Question I.10] Soit A, B deux parties d’un ensemble E. Montrer que
Lapp=1a1p ; Ipa=1—-14a; Lavp=1a+1p—1ans.

(Eclairage page 35, Réponse page 42)

[Question I.11] Soit E, F' deux ensembles. On note
EAF = (EUF)\ (ENF).

Pour A, B et C trois parties de E, montrer que : AAC = BAC <— A = B.
(Eclairage page 35, Réponse page 43)
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[Question 1.12] Montrer que si p est un nombre premier, alors pour tout

p
k

En déduire que si p est premier et a non divisible par p alors :

entier k tel que 0 < k < p, < est divisible par p.

a’~t =1 [pl.

(Eclairage page 35, Réponse page 43)

[Question I.13]  Soit m, n et p des entiers naturels tels que p < n + m.
Par un double décompte, établir :

(06237

(Eclairage page 35, Réponse page 44)

[Question I.14]  Soit E ensemble fini de cardinal card(E) = n.
Déterminer le nombre de couples (X,Y) de P(E) x P(E) tels que X C Y.

(Eclairage page 35, Réponse page 44)

[Question I.15]  Soit n, p et k des entiers tels que 0 < k& < p < n. Montrer
par dénombrement les deux formules suivantes.

) (n n—k\ (p n
(—) Formule des représentants : <k> <p _ k> = <k> (p)

(—) Formule du capitaine :sip e N*:p (Z) =n <Z : i)

(Eclairage page 35, Réponse page 45)

[Question 1.16]  Soit n € N* et p € [1,n].

(—) Déterminer le nombre de suites strictement croissantes de p entiers pris
dans [1,n].

(—) Déterminer le nombre de suites croissantes de p entiers pris dans [1,n].

(Eclairage page 35, Réponse page 46)
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1.3 - Eclairages

[Eclairage I.1]  Le résultat qui dépend de l'indice entier n est donné. On
peut donc envisager une récurrence. (Réponse page 35)

[Eclairage 1.2] Le résultat qui dépend de l'indice entier n est donné et la
relation qui détermine le terme suivant dépend des deux termes précédents.
On peut donc envisager une récurrence double. (Réponse page 36)

[Eclairage 1.3] Le résultat qui dépend de l'indice entier n est donné, mais la
relation qui détermine le terme suivant dépend de tous les termes précédents.
On peut donc envisager une récurrence forte. (Réponse page 36)

[Eclairage 1.4]  On pourra envisager un raisonnement par analyse-synthése.
(Réponse page 37)

[Eclairage 1.5]  On pourra envisager un raisonnement par analyse-synthése.
Dans la phase d’analyse, on pourra penser & réaliser une récurrence forte et
travailler par disjonction de cas. (Réponse page 38)

[Eclairage 1.6]  On pourra penser a réaliser une récurrence forte et travailler
par disjonction de cas. (Réponse page 38)

[Eclairage 1.7]  Pour montrer qu'un ensemble U est inclus dans un ensemble
V', on peut montrer que : Vx e U, z € V.

Pour montrer que U = V on peut justifier successivement U C V puis V C U.
Soit f : U — V une fonction. Pour justifier que f est injective, on montre en
général que si f(z) = f(y) alors x = y. Pour justifier que f est surjective, on
montre en général que : Vy € V, Jx € E, y = f(x). (Réponse page 39)

[Eclairage 1.8] Pour justifier qu'une fonction f : U — V est injective, on
montre en général que si f(z) = f(y) alors z = y, et pour justifier qu’elle est bi-
jective, on peut prouver que : Yy € V, 3z € U, y = f(x). (Réponse page 40)

[Eclairage 1.9]  Pour justifier qu'une fonction f: U — V est injective, on
montre en général que si f(z) = f(y) alors z = y, et pour justifier qu’elle est
surjective, on montre en général que : Vy € V, Jx € U, y = f(x).

(Réponse page 41)
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[Eclairage 1.10]  Voir la définition des fonctions indicatrices [D 1.21 p.23].
(Réponse page 42)

[Eclairage I.11]  On pourra utiliser les résultats de I’exercice précédent.
(Réponse page 43)

[Eclairage 1.12]  On pourra utiliser la formule du capitaine [Q 1.15 p. 33]
et le lemme de Gauss : soit (a,b, c) € (N*)3, si PGCD(a, b) = 1 et si a divise bc
alors a divise ¢, puis la formule du binéme [P I1.10 p.50]. (Réponse page 43)

[Eclairage 1.13]  Si A est un ensemble avec card(A) = n, B est un ensemble
avec card(B) = m et AN B = (), dénombrer de deux fagons les parties a p
¢éléments de AU B. (Réponse page 44)

[Eclairage 1.14]  On pourra utiliser la formule du binéme [P 11.10 p.50].
(Réponse page 44)

[Eclairage I.15]  On pourra utiliser une population de n individus et déter-
miner de deux facons le nombre d’équipes de p personnes ayant k représentants.
(Réponse page 45)

[Eclairage 1.16]  Pour les suites croissantes, on pourra associer a une suite

donnée un mot constitué avec deux types de caractéres et dénombrer le nombre
de mots possibles. (Réponse page 46)

I.4 - Réponses

[Réponse I.1] (Récurrence simple)

(Relire la question : page 31, le cours : [P 1.8 p.19|)
(n+3)!
4(n —1)!

Montrons par récurrence que la propriété P(n) : « S, = » est vrale

pour tout n € N*,

1+3) 4 _
(=) S1 X 2x3 6et4(1_1)! <1 3! =6. Donc P(1) est vraie
(=) Soit n € N* fixé. Supposons que P(n) est vérifiée.

Spi1= (a1 +az+ -+ ap)+ant1 = Sn + (n+1)(n+2)(n+3).
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(n+3)! N (n+3)!
4(n —1)! nl
Par réductionga'u mérérlle dénominlatelérlon obtient :

Spi1 = (n+ in('n +4) = i?nt— 1+_ i) Donc P(n + 1) est vraie.

(—) D’apreés le principe de récurrence simple [P 1.8 p.19] on a :

D’aprés ’hypothése de récurrence on a : Sy, 11 =

(n+3)!

pour tout n € N* S, = m

[Réponse 1.2] (Récurrence double)

(Relire la question : page 31, le cours : [P 1.9 p.19])
On considére la suite (uy,)nen définie par ug = 1, u; = 2 et pour tout n € N*|
par la relation : wupy1 4+ up—1 = 4y,

1
Montrons que la propriété P(n) : « u, = 5 [(24V3)"+ (2= V3)"] » est vraie
pour tout n € N a 'aide d’une récurrence double.
1
(—) 3 [(2+v3)" + (2= V3)] =1 =ug donc P(0) est vérifiée.
1
3 [(2 + \/§)1 + (2 — \/g)l] = 2 = u; donc P(1) est vérifiée.

(—) Soit n un entier non nul fixé quelconque. Supposons que P(n) et P(n — 1)
sont vraies. On a upy1 = 4uy, — un—1 d’oit, d’aprés ’hypothése de récurrence :

Uny1 =2[2+V3)"+(2-V3)"] - % [(2+V3)" 1+ (2—v3)" 1] donc
Uns1 = (24 V3)" ! (4 +2V3 - ;) +(2— V3! (4 —2v/3 ;) d'oit

1 1

Upp1 = 5(2 +V3)" (T +4V3) + 5(2 —V/3)"71 (7 — 4/3). On en déduit
1 1

Up+1 = 5(2 +/3)" 1 (2 + \/3)2 + 5(2 — /3! (2 - \/3)2 C’est-a-dire
1 1

Up+1 = 5(2 + /3"t 4 5(2 —/3)"*1. Donc P(n + 1) est vérifiée.

(—) D’apres le principe de récurrence double [P 1.9 p.19] on a :

1

pour tout n € N, u,, = 3

[(24+V3)"+(2-V3)"].

[Réponse 1.3] (Récurrence forte)

(Relire la question : page 31, le cours : [P 1.10 p.19])
Notons P(n) la propriété « 0 < u,, < 1». Montrons que P(n) est vraie pour
tout n € N a I'aide d’une récurrence forte.





